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E¤risiyle Do¤rusuyla
Kenar uzun-

lu¤u 1 birim
olan bir ABCD
karesi olsun ve
n harfi de ras-
gele seçti¤imiz
bir pozitif tam-

say›y› temsil etsin.
Bu karenin içine toplam uzunlu¤u 2n’den bü-
yük olmak kofluluyla tamamen do¤ru parçala-
r›ndan oluflan P e¤risini çizece¤iz. Kan›tlay›-
n›z ki karenin kenarlar›ndan herhangi birine
paralel olan ve P e¤risini en az n+1 noktada
kesen bir L do¤rusu mutlaka vard›r. (P e¤risi
istedi¤iniz parça say›s›nda olabilir ve kendi ile
baz› noktalarda kesiflebilir.) 

Aranan ‹spat

Eflitliklerde say›lar›n belli bir kuralla ve
harmoniyle dizilmeleri, ilginçlikleri nedeniyle
ile birçok matematik severde hayranl›k uyan-
d›r›r. ‹flte bu ilginç eflitliklerden bir örnek:

Bu ilginç eflitli¤in bir de sade ve güzel bir
ispat› var. Bu eflitli¤in geçerli oldu¤unu gös-
terebilir misiniz?
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Say›lardan Bulmaca
0’dan 9’a kadar tüm rakamlar›n sadece

bir kere kullan›ld›¤› çeflitli sorularla mutla-
ka karfl›laflm›fls›n›zd›r. Bu seferki soruda ise
al›fl›lagelmifl dört ifllemin yan›nda bir de lo-
garitmik hesaplama da var. Estetik güzelli¤i
olan bu ifadenin neye eflit oldu¤unu bulabi-
lir misiniz? 

Hayali S›ra
Ülkemizde sinema biletinin 50 kurufltan

sat›ld›¤›n› ve sinema izleyicilerinin gifleler
önünde uzun kuyruklar oluflturdu¤unu var-
sayal›m (ne yaz›k ki bu sadece bir varsa-
y›m!). 2n kiflinin oluflturdu¤u bir gifle kuy-
ru¤unda n kifli gifleye bütün 1 YTL vererek,
di¤er n kifli de 50 kuruflluk demir para ve-
rerek ödeme yapmak istiyor. Gifle çal›flan›-
n›n bilet sat›fl› bafllad›¤›nda hiç paras› bu-
lunmad›¤›na göre bu çal›flan›n herhangi bir
para üstü sorunu yaflamadan s›radaki 2n ki-
fliye bilet satma olas›l›¤› nedir? (‹pucu: “Ma-
temati¤in fiafl›rtan Yüzü” bölümüne bak›-
n›z.)

Koordinat Ekseninde Olas›l›k
Sizden tan›d›¤›n›z ünlü matematikçileri bir

listeye yazman›z istense eminim bir ço¤unu-
zun listesinde en üst s›ralarda yer al›r Paul Er-
dös. Matematik dünyas›na say›s›z “seçkin” ça-
l›flmalar b›rakan bu dahi matematikçinin ünü,
biraz da ilginç yaflam›ndan kaynaklan›r. An-
cak gelin bu ilginç yaflam öyküsünü önümüz-
deki say›lara b›rakal›m ve anlafl›lmas› basit
ama bir o kadar da ilginç olan Erdös’ün “seç-
kin” çal›flmalar›ndan birini sizlere aktaral›m.

1946 y›l›nda “Scripta Mathematica” kita-
b›nda Paul Erdös ve Irving Kaplansky imzas›y-
la yay›nlanan bir soru o kadar dikkat çekti ki
k›sa zamanda ayn› temel prensibe dayanan
türlü sorular dergilerde ve kitaplarda boy gös-
termeye bafllad›. Bu ay Matematik Kulesi’nde
sordu¤umuz “Hayali S›ra” isimli soru da bun-
lardan bir tanesi.Herkeste büyük merak uyan-
d›ran Erdös ve Kaplansky’nin sorusu flöyle:
Elimizde n tane +1 ve n tane –1 say›lar›ndan
oluflan rasgele s›ralanm›fl 2n’lik bir dizi olsun.
Sizin de rahatl›kla bulabilece¤iniz gibi n tane
+1 ve n tane –1 ile 2n’in n’li kombinasyonu
kadar farkl› dizi oluflturmak mümkün. Merak
edilen, bu olas› dizilerden kaç tanesinde say›-
lar soldan  toplanarak ilerlendi¤inde hiçbir za-
man negatif bir k›smi toplam oluflmaz. Daha
kolay anlayabilmek için n=2 alal›m. Bu durum-
da afla¤›daki gibi 6 farkl› dizi elde edebiliriz:

a) +1 +1 –1 –1   d)  –1 +1 +1 –1
b) +1 –1 +1 –1   e) –1 +1 –1 +1
c)  +1 –1 –1 +1   f) –1 –1 +1 +1

Dikkat ederseniz sadece a ve b fl›klar›nda-
ki diziler soldan teker  teker toplanarak iler-
lendi¤inde k›smi toplam› negatif bir de¤er ol-
maz. Bu yüzden n=2 için toplam 6 farkl› dizi-
den sadece 2 tanesi istedi¤imiz özelli¤e uyar.
Peki n için genelleme yapt›¤›m›zda sonuç na-
s›l de¤iflir? Art›k gerçek soruyla yüz yüzeyiz!

Bu soruyu alt edebilmeniz için önünüzde
bir ay gibi uzun bir süreniz olacak çünkü ne
yaz›k ki yer s›k›nt›s› nedeniyle çözümü öbür
aya b›rakaca¤›z. Ancak çözüm çabalar›n›z› ko-
laylaflt›racak bir yönteme de de¤inmeden geç-
meyelim. fiekildeki gibi soru koordinat ekseni-
ne aktar›ld›¤›nda detaylar› daha iyi görmek
mümkün olabiliyor.

Orijinden bafllayan ve her zaman (2n,0)
noktas›nda biten grafi¤imizde +1 say›s› bir bi-
rim yükselmeyi, -1 say›s› ise bir birim alçalma-
y› temsil ediyor. Bizden istenen koordinat ek-
seninin 4. bölgesine (x ekseni= +, y ekseni = –)
geçmeyen tüm dizinlerin say›s›n› bulmak.

Geçen Ay›n Çözümleri

Eflit Kenarl› Dörtgen
Soruda verildi¤i gibi DAB + ABC = 120° ol-

du¤una göre BCD + CDA = 240° olur. Bu durum-
da PCB = 360 – BCD – 60 = 300 – (240 – CDA)
= 60 + CDA = ADP’dir. Böylece PCB aç›s›n›n
ADP aç›s›na eflit oldu¤unu bulduk. Kenar-aç›-ke-
nar özelli¤inden ADP üçgeni ile BCP üçgenleri-
nin eflit üçgenler oldu¤unu art›k söyleyebiliriz. O
halde PA = PB ve APB aç›s› 60 derecedir. Bu da
APB üçgeni-
nin eflitkenar
üçgen oldu-
¤unu kan›tla-
maya yeterli-
dir.

Alt Küme Toplamlar›
Çözüme ulaflabilmek için tümevar›m yönte-

mini kullanaca¤›z. n=1 için çözüm zaten geçerli
ve çok aç›k. fiimdi (1,2,...,n-1) seti için sonucun n-
1 oldu¤unu varsayal›m. Yapmam›z gereken bu
sete n eklendi¤inde, n say›s›n› içeren tüm kesir-
lerin toplam›n›n 1 oldu¤unu kan›tlamak. n say›-
s›n› içeren tüm kesirlerin toplam› flöyle olur: (n-
1)/n + 1/n =1. Toplamdaki ilk k›s›m, (1,2,...,n-1)
setinin tüm kesirlerinin paydas›na n eklenmesiy-
le oluflan k›s›md›r. Böylelikle tüm toplam (n-1) +
1 = n olur ve ispat›m›z tamamlan›r. 

Do¤ru Konum
M ve N noktalar›ndaki dik aç› nedeniyle A, P,

M, N noktalar›ndan geçen Z çemberinin çap›
AP’dir (flekil sizi aldatmas›n). Dikkat ederseniz P
noktas› konum de¤ifltirse de MAN aç›s› de¤iflme-

yecektir. Bu de-
mek oluyor ki
en büyük MN
kirifl uzunlu¤u
ancak en büyük
Z çemberini el-
de etti¤imizde
mümkün olur.
En büyük Z
çemberinde P noktas› A noktas›na en uzak nok-
tada olmal›d›r ve bu da asl›nda büyük çemberin
çap›d›r. Böyle bir durumda M noktas› B ile, N
noktas› da C ile çak›fl›r ve arad›¤›m›z maksimum
MN uzunlu¤u BC’nin uzunlu¤u olur.

Garantili Bölme
Varsayal›m ki s setinin hiçbir eleman› 2k+1

ile tam bölünmesin. Buna göre setin tüm eleman-
lar› mod 2k+1’de 1,2,...,2k de¤erlerinden birini
al›r. Bu durumda flu iki kofluldan biri geçerli ol-
mak zorundad›r: 1-) S setinin en az iki üyesi mod
2k+1’de ayn› de¤eri verir( 2r – 1 = 2s – 1(mod
2k+1) , r>s) veya 2-) her bir 1,2,3,...,2k de¤eri se-
tin 2k tane eleman› ile mod 2k+1’de  birebir efl-
lenir. 

Birinci durumun gerçekleflmesi durumunda
2r – 2s = 0 mod(2k+1) ve 2s(2r-s – 1) = 0
mod(2k+1) olur. 2k+1 tek say› oldu¤u için 2r-s –
1 = 0 mod(2k+1) yazabiliriz. Fakat 2r-s – 1, S se-
tinin bir üyesidir ve böylece 2k+1’e bölünmüfl
olur. ‹kinci durumda ise S’in bir eleman› mod
2k+1’de 2k’ya eflit olmas› gerekir: 2a – 1 = 2k
mod(2k+1). Ancak 2a = 2k+1 = 0 mod(2k+1) el-
de edilir ki bu aç›k bir çeliflkidir. ‹ki durumda da
çeliflkiyi yakalad›¤›m›za göre ispat›m›z tamam-
lanm›fl olur.
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