' Egrisiyle Dogrusuyla
I Kenar uzun-
_+ 1& lugu 1 birim
olan bir ABCD
& T karesi olsun ve
4 n harfi de ras-
- B gele sectigimiz
bir pozitif tam-
sayiy1 temsil etsin.
Bu karenin i¢ine toplam uzunlugu 2n’den bi-
yiik olmak kosuluyla tamamen dogru parcala-
rindan olusan P egrisini ¢izecegiz. Kanitlayi-
niz ki karenin kenarlarindan herhangi birine
paralel olan ve P egrisini en az n+1 noktada
kesen bir L dogrusu mutlaka vardir. (P egrisi
istediginiz parca sayisinda olabilir ve kendi ile
bazi noktalarda kesisebilir.)
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Esitliklerde sayilarin belli bir kuralla ve
harmoniyle dizilmeleri, ilginclikleri nedeniyle
ile bircok matematik severde hayranlik uyan-
dirr. Iste bu ilging esitliklerden bir 6rnek:

Bu ilging esitligin bir de sade ve gtizel bir
ispat1 var. Bu esitligin gecerli oldugunu gos-
terebilir misiniz?

Gecen Ayin Coztmleri

Esit Kenarli Dértgen

Soruda verildigi gibi DAB + ABC = 120° ol-
duguna gore BCD + CDA = 240° olur. Bu durum-
da PCB = 360 - BCD - 60 = 300 - (240 - CDA)
= 60 + CDA = ADP’dir. Béylece PCB agisinin
ADP acisina esit oldugunu bulduk. Kenar-agi-ke-
nar Ozelliginden ADP t¢geni ile BCP tggenleri-
nin esit t¢genler oldugunu artik séyleyebiliriz. O
halde PA = PB ve APB agis1 60 derecedir. Bu da
APB gcgeni-
nin esitkenar
ticgen oldu-
gunu kanitla-
maya yeterli-
dir.

Alt Kiime Toplamlar1

Coztime ulasabilmek icin tiimevarim yénte-
mini kullanacagiz. n=1 i¢in ¢6zim zaten gecerli
ve cok acik. Simdi (1,2,...,n-1) seti icin sonucun n-
1 oldugunu varsayalim. Yapmamiz gereken bu
sete n eklendiginde, n sayisini iceren tiim kesir-
lerin toplaminin 1 oldugunu kanitlamak. n say:-
sini iceren tiim kesirlerin toplami séyle olur: (n-
1)/n + 1/n =1. Toplamdaki ilk kisim, (1,2,...,n-1)
setinin tiim kesirlerinin paydasina n eklenmesiy-
le olusan kisimdir. Boylelikle tiim toplam (n-1) +
1 = n olur ve ispatimiz tamamlanir.

Dogru Konum

M ve N noktalarindaki dik aci nedeniyle A, P,
M, N noktalarindan gecen Z cemberinin capi
AP’dir (sekil sizi aldatmasin). Dikkat ederseniz P
noktasi konum degistirse de MAN acis1 degisme-
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Sayilardan Bulmaca

0’dan 9’a kadar tim rakamlarin sadece
bir kere kullanildig: cesitli sorularla mutla-
ka karsilasmigsinizdir. Bu seferki soruda ise
alisilagelmis dort islemin yaninda bir de lo-
garitmik hesaplama da var. Estetik gtizelligi
olan bu ifadenin neye esit oldugunu bulabi-
lir misiniz?

Hayali Sira

Ulkemizde sinema biletinin 50 kurustan
satildigini ve sinema izleyicilerinin giseler
ontinde uzun kuyruklar olusturdugunu var-
sayalim (ne yazik ki bu sadece bir varsa-
yim!). 2n kisinin olusturdugu bir gise kuy-
rugunda n kisi giseye btittin 1 YTL vererek,
diger n kisi de 50 kurusluk demir para ve-
rerek 6deme yapmak istiyor. Gise calisani-
nin bilet satisi basladiginda hi¢ parasi bu-
lunmadigina gére bu calisanin herhangi bir
para Ustd sorunu yasamadan siradaki 2n ki-
siye bilet satma olasilig1 nedir? (ipucu: “Ma-
tematigin Sasirtan Ylizi” bolumiine baki-
niz.)

yecektir. Bu de-
mek oluyor ki
en biliyik MN
kiris uzunlugu
ancak en bytik
Z cemberini el-
de ettigimizde
mimkin olur.
En btyik Z
cemberinde P noktasi A noktasina en uzak nok-
tada olmalidir ve bu da aslinda buyiik ¢emberin
capidir. Boyle bir durumda M noktasi B ile, N
noktasi da C ile cakisir ve aradigimiz maksimum
MN uzunlugu BC’nin uzunlugu olur.

Garantili B6lme

Varsayalim ki s setinin hicbir elemani 2k+1
ile tam boliinmesin. Buna gore setin tiim eleman-
lart mod 2k+1’de 1,2,..,2k degerlerinden birini
alir. Bu durumda su iki kosuldan biri gegerli ol-
mak zorundadir: 1-) S setinin en az iki tiyesi mod
2k+1’de ayni degeri verir( 2F - 1 = 25 - 1(mod
2k+1) , r>s) veya 2-) her bir 1,2,3,...,2k degeri se-
tin 2k tane elemani ile mod 2k+1’de birebir es-
lenir.

Birinci durumun gerceklesmesi durumunda
2r - 25 = 0 mod(2k+1) ve 252™s - 1) = 0
mod(2k+1) olur. 2k+1 tek say1 oldugu igin 21 -
1 = 0 mod(2k+1) yazabiliriz. Fakat 2 - 1, S se-
tinin bir tyesidir ve boylece 2k+1’e béltinmis
olur. ikinci durumda ise S’in bir elemani mod
2k+1’de 2k’ya esit olmasi gerekir: 22 - 1 = 2k
mod(2k+1). Ancak 22 = 2k+1 = 0 mod(2k+1) el-
de edilir ki bu acik bir celiskidir. iki durumda da
celiskiyi yakaladigimiza gore ispatimiz tamam-
lanmis olur.
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Matematigin Sasirtan Yiizu

Koordinat Ekseninde Olasilik

Sizden tanidiginiz tinlii matematikgileri bir
listeye yazmaniz istense eminim bir ¢ogunu-
zun listesinde en st siralarda yer alir Paul Er-
dos. Matematik dinyasina sayisiz “seckin” ¢a-
lismalar birakan bu dahi matematikginin tind,
biraz da ilgin¢g yasamindan kaynaklanir. An-
cak gelin bu ilgin¢ yasam Gyktsiint 6ntimiiz-
deki sayilara birakalim ve anlagilmasi basit
ama hir o kadar da ilgin¢ olan Erd6s’tin “sec-
kin” calismalarindan birini sizlere aktaralim.

1946 yilinda “Scripta Mathematica” kita-
binda Paul Erdés ve Irving Kaplansky imzasty-
la yaymlanan bir soru o kadar dikkat cekti ki
kisa zamanda ayni temel prensibe dayanan
tuirlii sorular dergilerde ve kitaplarda boy gos-
termeye basladi. Bu ay Matematik Kulesi'nde
sordugumuz “Hayali Sira” isimli soru da bun-
lardan bir tanesi.Herkeste btiytik merak uyan-
diran Erdos ve Kaplanskynin sorusu soyle:
Elimizde n tane +1 ve n tane -1 sayilarindan
olusan rasgele siralanmis 2n’lik bir dizi olsun.
Sizin de rahatlikla bulabileceginiz gibi n tane
+1 ve n tane -1 ile 2n’in n’li kombinasyonu
kadar farkli dizi olusturmak mtmkiin. Merak
edilen, bu olasi dizilerden kag tanesinde sayi-
lar soldan toplanarak ilerlendiginde hichir za-
man negatif bir kismi toplam olusmaz. Daha
kolay anlayabilmek icin n=2 alalim. Bu durum-
da asagidaki gibi 6 farkli dizi elde edebiliriz:

a)+1+1-1-1 d) -1+1+1-1
b)+1 -1+1-1 e)-1+1-1+1
c) +1-1-1+1 f)-1-1+1+1

Dikkat ederseniz sadece a ve b siklarinda-
ki diziler soldan teker teker toplanarak iler-
lendiginde kismi toplami negatif bir deger ol-
maz. Bu ytizden n=2 icin toplam 6 farkli dizi-
den sadece 2 tanesi istedigimiz 6zellige uyar.
Peki n icin genelleme yaptigimizda sonug¢ na-
sil degisir? Artik gercek soruyla yiiz yiizeyiz!

Bu soruyu alt edebilmeniz i¢in 6ntintizde
bir ay gibi uzun bir stireniz olacak ¢linkii ne
yazik ki yer sikintisi nedeniyle ¢6ziimii Gbiir
aya birakacagiz. Ancak ¢6ziim cabalarimizi ko-
laylastiracak bir yonteme de deginmeden geg-
meyelim. Sekildeki gibi soru koordinat ekseni-
ne aktarildiginda detaylari daha iyi gérmek
muimkiin olabiliyor.

Orijinden baslayan ve her zaman (2n,0)
noktasinda biten grafigimizde +1 sayisi bir bi-
rim yiikselmeyi, -1 sayisi ise bir birim alcalma-
y1 temsil ediyor. Bizden istenen koordinat ek-
seninin 4. bélgesine (x ekseni= +, y ekseni = -)
gecmeyen tim dizinlerin sayisim1 bulmak.
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