Matemanya Muammer Abali

Dolu Taneleri

Matematik gercekten ok ilging durumlar tasiyor icinde. Bazen insan hayretler icinde kalabiliyor.
Gegmis sayilarimizda bu ilgingliklerin bir kismini ele aldik. Kimisi bizi eglendirdi, kimisi sasirtti.

Bu sayimizda, sasirtici baska bir iliskiden s6z edeyim izninizle:

Diyelim ki aklimizdan bir sayi tuttuk. Hadi bu sayiya n di-
yelim (Bu, sayilara n deme aliskanhigi aslinda ingilizceden ge-
liyor. Daha ziyade dogal sayilar icin, “number=say1” kelime-
sinin bas harfi), n bir dogdal sayi. Sifirdan buylk (meraklisina
n>0 seklinde gosteriyoruz).

Eder bu sayi ciftise n/2'ye, eger tek ise 3n+1 sayisina gon-
deriyoruz. Ornegin tuttugumuz sayi 7 ise, tek oldugu icin
21+1=22 sayisina gonderiyoruz. Sonra, 22 sayisi ¢ift oldugu
icin 2'ye boluyoruz, 11 sayisina gonderiyoruz. Buradan tek-
rar 3x11+1=34 sayisina, oradan 17'ye, 17'den 52'ye ve boyle-
ce devam ediyoruz.

Simdi, acaba bu sekilde bir islemle sayilar nereye gider?
Sonsuza dogru buyuyup giderler mi? Bir dongtiye girip tur
atip dururlar mi yoksa en kiiclik sayya, 1'e mi inerler?

Bir iki deneme yapalim isterseniz: 1 sayisini alsak, 6n-
ce 4'e, oradan 2'ye ve sonra da 1'e geri doner dizi. 2 sayisi-
ni alsak, 6nce 1'e oradan dnceki gibi 4-2'ye ve sonra 1e. 3
sayisini alsak, 6nce 10(3x3+1)’e, oradan 5(10/2)'ye, oradan
16(3x5+1)’e, sonra 8'e, sonra 4'e, sonra 2'ye ve nihayet tekrar
1'e. Dikkat ederseniz, bu 6rneklerde sayilar daima 4’e ugra-
diklarinda dogrudan 1'e iniyorlar. Bir baska 6zellige daha dik-
kat edelim: Son ugradigimiz sayi sanki yeni bir baslangic gi-
bi hareket ediyor. Yani, 6rnegin 10 sayisina herhangi bir bas-
ka sayidan (aslinda 10 sayisina 10=3x3+1 veya 10=20/2 sayI-
larindan gelebiliriz) gelmissek, ondan sonra takip edecedi di-
zi daima ayni oluyor: 5-16-8-4-2-1

Biraz buylkce bir sayi alip bakalim ne oluyor: n=17 olsun.
Dizi, bilinen kuralimiz cercevesinde soyle bir yol izleyecek:
17-52-26-13-40-20-10-5-16-8-4-2-1.12 adim sonra 1'e indi.

Kanimca yeterli 6rnek gordiik. Gordiigumiiz 6rneklerin
hepsinde, hangi sayiyla baslarsak baslayalim, sonunda 1 sa-
yisina gelip durduk. Daha dogrusu 1-4-2-1 déngusiine gir-
dik.

Dikkatinizi cekmis olabilir: Sayilar 1-4-2-1 dongstine
girmeden 6nce mutlaka 16'ya ugruyorlar. 16 sayisina ise ya
32'den (32/2=1) ya da 5'ten (3x5+1=16) geliyorlar.

Bu soylediklerime ikna olmadiysaniz, isterseniz birkag de-
neme de siz yapin. Ne kadar buylk olursa olsun, hangi sayi-
yi alirsaniz alin, sonunda 4-2-1-4-2-1 dénglistine déneceksi-
niz. Her seferinde de mutlaka 16 sayisina ugrayarak oraya ge-
leceksiniz. Gergi baslangi¢ sayiniza bagh olarak, ulasacaginiz
en buyik say1 ya da 4-2-1-4 dongusiine kag adimda donece-
giniz degisir, ama eninde sonunda 4-2-1-4 dongustine gele-
ceginiz ve dizinizin bu dénglye mutlaka 16 sayisina ugradik-
tan sonra girecegi gercedi degismeyecektir.

102

OO,

Daha ayrintiya girmeden 6nce, 1 ile sonuglanan ¢okiisiin
son 5 sayisina dikkat edelim: 16-8-4-2-1. Bu sayilarin 2'nin Us-
leri olduguna dikkat edin: 29, 27, 22, 23, 24

16 sayisina ulasmak icin iki degisik yol oldugunu soyle-
mistim: 32 veya 5. Bildiginiz gibi 32, 2'nin 5. kuvvetidir. Ora-
ya ise ancak 64'ten, yani 2'nin 6. Gsstinden gelebilirsiniz. E§er
5'ten 16'ya geldiyseniz, mutlaka 10 sayisina ugramis olmali-
siniz. 10 sayisina ise 3x3+1=10 seklinde ya da 20/2=10 sek-
linde gelmis olmalisiniz. 20'ye gelmek icin ise tek yol sudur:
40 (40/2=20),40icin 13 (3x13+1) ve 80 (80/2=40). 80 sayisina
gelebileceginiz tek yer ise 160 olacaktir. Farkindasiniz herhal-
de; 10-20-40-80-160 sayilarini 10'a bolecek olsaniz, karsiniza
yine 1-2-4-8-16 sayilari yani 2'in ilk 5 tissti ¢ikiyor.

Collatz sanisi adi verilen ve lizerinde sayisiz arastirma ya-
pilmis olan bu problem, Lothar Collatz tarafindan 1937 yilin-
da ortaya atilmis. Sani, baslangig sayisi ne olursa olsun:

N tek ise 3N+1'e git

N cift ise N/2'ye git

fonksiyonunun yaratacadi dizi sonunda 1’e ulasacaktir,
seklinde 6zetlenebilir.

Bu sani henliz ispatlanabilmis degil. Gliniim{ize kadar, bil-
gisayarlar yardimiyla yapilan denemelerde, 20x10°® sayisina
kadar olan baslangi¢ sayilari sonunda 1'e inmis. Biraz evvel,
bu dizilerin sona yaklasirken ugradiklari sayilardan, bu sayila-
rin 2 ile iliskisinden s6z ettim. Grafik olarak soyle gériiniyor:

Simdi diyeceksiniz ki“lyi hos ama, bu yazinin bashgi neden
dolu taneleri”? Ben de tam bu noktaya gelmistim. Bu sayilar-
la ilgili iki 6nemli biiytiklik var: ilki herhangi bir sayidan bas-
ladiktan sonra, acaba sayi Collatz fonksiyonu uygulamasiyla
kac adim sonra 1 sayisina inecektir? Ornegin yukarida yolu-
nu takip ettigimiz 17 sayisi 12 adim sonunda 1 sayisina ini-
yor. Ornegin 11 sayisini alsak yol sdyle: 11-34-17-... Daha faz-
la takip etmemize gerek yok. 17'den sonrasini zaten biliyoruz.
17, 12 adimda 1’e inerken, 11 baslangici 14 adimda 1'e d6-
niiyor. Ornegin 24 sayisini alsak baslangic olarak: 24-12-6-3-
10-5-16-8-4-2-1 yolunu izliyor ve 10 adimda 1’ iniyor. Burada
gordugiliniiz kiiclik adim sayilarina bakarak hemen karar ver-
meyin. Baslangi¢ olarak 27 sayisini alirsak, adim sayisi 111%
ylkseliyor. Yol ise sOyle: 27-82- 41-124- 62-31- 94- 47-142-71-
214-107- 322-161- 484-242- 121-364-182-91-274-137-412-
206-103-310-155-466-233-700-350-175-526-263-790-395-
1186-593-1780-890-445-1336-668-334-167-502-251-754-
377-1132-566-283-850-425-1276-638-319-958-479-1438-
719-2158-1079-3238-1619-4858-2429-7288-3644-1822-911-
2734-1367-4102-2051-6154-3077-9232-4616-2308-1154-
577-1732-866-433-1300-650-325-976-488-244-122-61-184-
92-46-23-70-35-106-53-160-80-40-20-10-5-16-8-4-2-1



Bilim ve Teknik Temmuz 2010

100 milyondan kiiciik sayilar icinde en yiiksek adim sayisi 949 ile
63.728.127 sayisina ait. Bir milyardan kiiglik sayilar icinde rekortmen 986
adimile 670.617.279 sayisi. 10 milyardan kigik sayilar icinde rekor 1132
ve sayl da 9.780.657.630.

isin asil ilging yani ise bu sayilarin, yolculuklar sirasinda ulasacakla-
ri en yuksek nokta. Yolculuk boyunca cift sayilarda yariya inerek, tek sa-
yilarda 3 katinin bir fazlasina ¢ikarak yavas yavas ytikseliyorlar; bir doru-
Ja ulasana kadar. Sanki bir su buhari zerresi havada nazli nazl saliniyor,
hava akiminin etkisiyle kah alcaliyor kéh ytkseliyor. Sonunda ulastigr bir
ylikseklikte hava o kadar soguyor ki, aniden buz haline gelip hizla yere
cakiliyor, bir dolu tanesi gibi. Hangi sayi ne ylikseklikten yere cakilacak
belli degil, ama mutlaka bir ylikseklikte buz tutuyor ve hizla yere cakili-
yor. Ornegin 17 ve 11 baslangiclarinin en yiiksek noktasi 52 iken ve ora-
da buzlanirlarken, 27 sayisinin buzlanma noktasi 9232.

Unlii Macar matematikgi Pal Erd6s (1913-1996), matematigin hentiz
bu tir problemleri ¢cézebilecek seviyeye gelmedigini sdyleyeli neredey-
se 50 yil gecti. Erd6s hakli ise, demek ki matematigin gidecek daha ¢ok
yolu var: Collatz sanisi hala ispatlanabilmis degil. Ama ugrasanlarin sayi-
si giderek artryor. Matematik meraklisi genclerimizin de dirsek ¢liritme-
yi sevdikleri bir matematik cetrefili bu.

Tatilde matematigi iyice bir kenara birakmayin. Yaninizda bulunsun.
Eglendiricidir, doyurucudur.

Sevgiyle kalin.
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