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arcacik fiziginin

standart modeli; guigli

kuvvet, zayif kuvvet

ve elektromanyetik
kuvvetin kuantum kuramlarin bir
araya getiriyor. Her ne kadar ¢ok
basartl bir kuram olsa da standart
modelin gesitli eksiklikleri var.
Oncelikle standart model kullanarak
tahmin yapabilmek i¢in yaklasik 20
parametrenin deneylerle ol¢uliip
kurama disaridan eklenmesi
gerekiyor. Ayrica standart model
uzayzaman hakkinda da herhangi
bir sey sOylemiyor. Onlarca yildir
pek cok fizik¢i standart modeldeki
Uc etkilesimi tek bir matematiksel
cercevede bir araya getiren bir
“bliytik birlesik kuram”, hatta
kiitle ¢ekimi de dahil tiim fiziksel
etkilesimleri aciklayan bir “her
seyin teorisi” gelistirmeye calistyor.
Ancak bugiine kadar bu hedefe
ulastlamadt. Deneylerin dogru kabul
edilen kuramlarda eksiklikler ortaya
¢tkarmast ve bu eksiklikleri gidererek
bir buiylik birlesik kurama ulasilmast
bekleniyordu ancak bu durum
gerceklesmedi. Eger bir buytik
birlesik kuram gelistirmek gercekten
de miimkiinse, bu amaca ulasmak
icin belki de fiziksel kuramlart ifade
etmek icin kullanilan matematiksel
dilin degistirilmesi gerekiyor.

Hiperkompleks
Sayilar

Karmastik saytlar genel olarak a+ib
olarak ifade edilir. Burada a ve

b herhangi iki gercel sayuy, i ise
%= -1 esitligini saglayan bir sanal
saylyl gosterir.
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Karesi -1’e esit bir sayt fiziksel bir
gerceklige karsilik gelmez. Benzer
bicimde hiperkompleks saytilarda
da ozellikleri gergel sayilara
benzemeyen, fiziksel bir karsiligt
olmayan bilesenler bulunur.

Bir sayt kiimesinde cebirsel
islemler yapilabilmesi ya da

sayl kiimesinin cebirsel bir

yaptya sahip olmast i¢in o sayt
kiimesindeki elemanlar tizerinde
tanuml iki islem olmast gerekir.
Bu islemler genellikle toplama

ve carpma olarak adlandurlir.
Tanumlanan toplama ve ¢arpma
islemlerinin sonucu, yine aynt sayl
kimesi icindeki bir eleman olmaly;
yani kiime “cebirsel olarak kapalt”
olmalidir.

Hiperkompleks terimi daha ¢ok
birden fazla sanal bilesen iceren
sayllart ve cebirleri nitelendirmek
icin kullanilir. Ancak gergel sayilar
ve karmasik sayilar ile yapilan
islemleri de hiperkompleks
sayllarla yapilan cebirsel islemler
gibi diisinmek, baska bir deyisle
gercel sayl ve karmastk sayt
cebirlerini de hiperkompleks
cebirler olarak nitelendirmek
mumkindir. Hiperkompleks
sayllart ve cebirleri anlamak i¢in
bu yaklasumt takip edelim.

Gergel Sayilar

Gergel sayilart ae, olarak ifade
edelim. Burada a herhangi bir
gergel say1 e ise, tipki 1 sayist
gibi, e >= e, esitligini saglayan
bir “birim say1” olsun. Gergel
sayltlarla ilgili tiim islemleri bu
sekilde ifade edilmis sayilarla
da yapabiliriz. Ornegin ae, ve
be, sayilarint toplarken a ve b
katsayilarint toplayarak sonucu
(a+b)e, olarak buluruz. Bu iki
saywyl carptigumizda ise e ’= ¢
oldugu igin (ae, )(be, )=abe *=abe,
sonucunu elde ederiz.

Gergel sayilarla yapilan
toplama ve carpma islemlerine
hicbir islemi etkilemeyen bir
e, sayist eklemek gereksiz
gorulebilir. Ancak daha
karmasik cebirsel sistemleri
tanumlarken de aynt birim sayt
mantigint kullanacagiz.

Karmasik Sayilar

Karmasik sayilart ae+

be, olarak ifade edelim. Bu
ifadede a ve b herhangi

iki gergel sayi, e ve e, ise
asagidaki tablodaki carpum
kosullarint saglayan iki birim
sayt olsun:
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Karmasik sayilarda ¢arpim kurallari




Bu birim sayilardan e , 1 gergel
saylsun; e, ise i sanal sayisunn
karsiigidir. Toplama islemi sirasinda
aynt tir birim sayilarin katsaytlart
toplanur. Carpma sirasinda ise
katsayilar ¢arpilir, birim sayilarin
carpumut icinse yukarida ifade
edilen ¢arpum kurallart uygulanir.
Ornegin ae+ be, ve ce+ de, olarak
ifade edilen iki karmasik sayyt
topladigimizda su sonucu buluruz:
(ae,+ be, )+ (ce,+ de, )=(a+c)

e, +(b+d) e, . Bu iki saywy1
¢arptigumizda ise su sonucu elde
ederiz:

(ae,+be ) (ce,+de, )=acege,
+ade, e+ bce, e +bde, e =ac
e,+ade +bce +bd(-e;)=(ac-bd)
e,+(ad+bc)e,.

Iki karmasik sayunin toplaminin
Ve ¢arpuminin sonucu, olmast
gerektigi gibi, yine bir karmasik
sayudir.

Vektorler

Vektorleri ae + be +ce, olarak
ifade edelim. Bu ifadede a, b ve ¢
herhangi Gg gergel sayi, e , e, ve
e, ise asagidaki tablodaki ¢arpum
kosullarint saglayan birim
sayilar olsun.

Bu tablodaki birim sayilar siklikla
vektorleri ifade etmek i¢in
kullanilan i,j,k birim vektorlerinin
karsiigidur. iki vektor toplanirken
aynt tur birim sayilarin katsayilart
toplanur. iki vektdr garpilirken
katsaytlar carpilir, birim saytlarin
carpumt i¢in de tablodaki kurallar
uyqgulanr. Iki vektdriin toplaminin
Ve garpuminin sonucu yine bir
vektOr oldugu i¢in vektorler
kimesinde kapali cebirsel bir yapt
vardir.

Vektorlerde herhangi bir gergel
bilesen olmadigina dikkat edelim.
Vektorleri ifade etmek i¢in
kullanilan birim sayilarin hi¢biri
gercel saytlardaki ve karmasik
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Vektorlerde ¢arpim kurallari

saytlardaki e  birim sayist gibi

e, ’=e, esitligini saglamaz. Vektorleri
ifade etmek i¢in kullanilan e, e,

ve e, birim sayilarinin tamamt
sanal saytlardir. Ayrica bu cebirde
dedisme Ozelliginin olmadigint da
not edelim. Carpma islemlerinin
sonucu sayilarin hangi sira ile
yazildigina bagl olarak degisir.
Tablodan da goriilebilecedi gibi

iki birim saymnn ¢arpum strast
dedistiginde sonucun isareti
dedisir. Dolaytsiyla a ve b iki vektor
olmak uizere axb = -bxa oldugunu
kolaylikla dogrulayabilirsiniz.

Toplama ve carpma islemlerini
orneklendirelim. a=2e, - e, ve

b=3 e + e, olsun. Bu iki vektori
topladigumizda a+b=(2+0)e +(-1+
3)e,+(-1+1) e,=2e +2e, sonucunu
buluruz. Carpma isleminin sonucu
ise carpmanin hangi swra ile
yapudigina bagl olarak degisir:
axb=(2e - e, )x(3e, +e, )=6e e +2 e,
ej3e, e-e, e=6e-2e-3e ,bxa=(3e,+
e, )x(2e e, )=6e,e-3e e+2e e-e,
e,=6e +3e +2e..
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Kuaterniyonlarda ¢arpim kurallari

Kuaterniyonlar

Kuaterniyonlar, dort ayrt birim
saywnin lineer kombinasyonu
olarak ifade edilir. Bu birim
sayllardan e, “1” gergel
saylsina benzer: Karesi
kendisine esittir ve carpum
islemlerinde diger birim sayilart
etkilemez (bkz. asagidaki
tablo). Kuaterniyonlardaki
sanal sayilar e , e,, e, ise biraz
karmasik sayilardaki “i”ye (e,’e)
biraz da vektorlerdeki sanal
sayllara benzer. Bu saytlarin
karesi, vektorlerdeki sanal
sayllarin karesi gibi sifira degil,
“I"nin karesi gibi “-1”e (-ea)
esittir. Bu sanal saytlarin kendi
aralarindaki carpum kurallart
ise vektorlerdeki sanal sayilarin
kendi aralarindaki carpim
kurallarinin aynisidur.

Kuaterniyonlarin toplanmast
ve carpilmast, karmasik
saytlar ve vektorlere benzer
bigimde yapilir. Ornegin

a= e -2e, ve b=e +e, iki
kuaterniyon olsun. Bu iki
kuaterniyonu topladigimizda
ve ¢arptigumizda su sonuglart
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buluruz: a+b=b+a= e+ e -e , axb=e,

1-3
e+ e ec-2e e-e, e=er-e;-2e.+2e,
bxa=e e -2e e+e, e-2e e=¢e-
2e, +e,+ 2¢, . Carpma isleminin
ne gercel saytlar ve karmastk
saytlardaki gibi simetrik ne de
vektorlerdeki gibi antisimetrik
olduguna dikkat ediniz.

Oktaniyonlar

Oktaniyonlar, sekiz ayrt birim
saywmnin lineer kombinasyonu

olarak ifade edilen hiperkompleks

saytlardir. Oktaniyonlart
olusturan birim sayilardan e,
kuaterniyonlardaki ve karmasik
sayilardaki e sayisi gibi carpma
isleminin etkisiz elemanidir (bkz.
asagidaki tablo). Diger birim
saytlar ise kuaterniyonlardaki
sanal sayllara benzer. Hepsinin

karesi -e’a esittir. Farklu

iki sanal sayinin birbiriyle
garpuminin sonucu, saytlarin
strast degistiginde isaret
degistirir.

Oktaniyonlar toplanirken aynt
tlr birim saytlarin katsayilart
toplanur. Oktaniyonlar
carpilirken de yukaridaki
tabloda verilen birim saytlarin
birbirleriyle ¢arpilmast ile
ilgili kurallar uygulantr.
Carpum kurallart ile ilgili tablo
dikkatli incelendiginde, cesitli
kisumlarinin kuaterniyonlarin
¢arpumt ile ilgili tabloyla
benzerlikler tasidigt gorulir.
Ornegin sadece e, e e,vee,
ile ilgili kurallara bakildiginda
kuaterniyonlarin ¢arpum
tablosunun aynist oldugu
gorulir. Sadece e, e,, e, ve

e, ile ilgili kurallara ya da
sadece e, e,, e, ve e, ile ilgili
kurallara bakildiginda ise
kuaterniyonlarin ¢arpum
tablosuyla “aynt yapida”
oldugu dikkat ¢eker. Bunlara
benzer toplam yedi ayrt alt
kiime bulabilirsiniz.




Farkh Boyutlar

Gergel sayilarin bir boyutlu,
karmasik sayilarin iki boyutlu,
vektorlerin ug¢ boyutlu,
kuaterniyonlarin dort boyutlu,
oktaniyonlarin sekiz boyutlu
hiperkompleks sayilar oldugu
soylenebilir. Hiperkompkles
sayllar ve cebirler sadece 1, 2,
3, 4,ve 8 boyutla stnirlt degil.
Herhangi bir sayida birim sayt
iceren hiperkompleks cebirler
olusturulabilir. Ayrica belirli
bir sayida birim say1 iceren
birbirinden farklt sistemler
olusturmak da mumkinddr.
Yapilmast gereken yukaridaki
tablolardaki gibi birim sayilar
arasindaki carpum kurallarint,
kapalt cebirsel bir yapt ortaya
¢lkacak bicimde tanumlamaktir.

Bolme islemi

Toplama ve carpma islemleri

bir cebirsel sistemi tanimlamak
icin yeterli. Ancak iki yardimct
islemden daha bahsedebiliriz:
¢lkarma ve bolme. Hiperkompleks
sayllarla ¢tkarma yapmak

gOrece kolaydir ve her zaman
mumkundur. Cikartilacak sayidaki
tim katsayilarin isaretini degistirir

ve toplama yaparsiniz. Bolme
ise her zaman mumkin dedildir.
Ornegin vektorleri ele alalum.

4e / 2e, isleminin sonucu hangi
“yektdr” olabilir? Ik bakista bu
bélme isleminin sonucunun “2”
oldugunu disundiyseniz, “2”
sayisinin bir vektor olmadigint
unutmayin.

Muhtemel cevabia e + b e+

c e, olarak ifade edip (a e+ b
e+ ce, )X 2e =4e esitligini
¢Ozerek sonucu bulmaya
calisin. Vektorlerin carpumat ile
ilgili kurallart uyguladiginizda,
bu esitligin herhangi bir
¢OzUumuntin olmadigunt
goreceksiniz. 2e, vektorinu
hangi vektorle carparsaniz
garpin sonug higbir zaman 4e,
olmaz.

Toplama, ¢ikarma, carpma ve
bolme islemlerinin timunin
yaptlabildigi sayt kiimeleri
gercel sayllar, karmasik
sayllar, kuaterniyonlar ve
oktaniyonlarla sinirlhdur.

Fizik ve
Hiperkompleks
Sayilar

Fiziksel kuramlar dogal stireclerle
ilgili tahminler yapmaya yarar.
Kuramlarin verdigi saytsal
sonuc¢larin tamaminin gercgeklikle
iliskili olmast gerekir. Ancak sanal
saytlar da fiziksel kuramlarda
Onemli bir yer tutar. Kuantum
mekaniginin temeli olan
Schrodinger denkleminde
alir. Bu denklemin ¢Ozimleri olan
dalga fonksiyonlarinin degerleri
de karmasik sayilardir. Dalga
fonksiyonun kendisi bir fiziksel
gerceklige karsilik gelmez. Ancak
bu karmasik degerli fonksiyon
kullanilarak bir sistemin belirli

“rn

i” yer

bir andaki 6zellikleri hakkinda
bilgi edinilebilir. Her ne kadar
kendisi karmasik degerli olsa da
dalga fonksiyonu kullantlarak
yaptilan tahminlerin sonuclart
gercektir. Vektorler de modern
fizikte onemli bir yer tutar.

Bu U¢ boyutlu hiperkompleks
saytlar, U¢ boyutlu uzaydaki
yonli buyuklikleri ifade etmek
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icin kullanilir. Ornegin klasik
fizikte konumu, hizt ve ivmeyi
ifade etmek igin vektorlerden
yararlanilir. Kuaterniyonlarin
guntmiuzde temel fizik egitiminin
Onemli bir pargast oldugu
soylenemez. Ancak James Clerk
Maxwell, 1800’lerin sonlarinda
elektromanyetik teorinin ilk
matematiksel formiilasyonunu
yaptiginda, tim esitlikleri
kuaterniyonlarla yazmustt.

Dort islem yapilabilen cebirsel
sistemler arasinda, bugiine

kadar 6nemli bir uygulama alant
bulmayan sadece oktaniyonlardir.
Ancak gelecekte bu durum da
degisebilir.

Oktaniyonlarin
Muhtemel
Uygulamalan

Pek ¢ok fizikg¢i, pargacik
fiziginin standart modelindeki
¢ kuramin tek bir catt

altinda birlestirilebilecedini
distunuyor. Bu amaca ulasmak
i¢in odaklanilan konulardan
biri de fiziksel kuramlardaki
simetrilerdir. Standart modeldeki
her bir kuramn kendi i¢
simetrileri vardir. Matematiksel
esitliklere cesitli simetri
islemleri uyguladiginizda
degismeden kaldiklarint

Kaynak

gorursunuz. Elektromanyetik
kuvvet, gicliu kuvvet ve zayif
kuvveti bir araya getirecek

bir biiylk birlesik kuramin

bu i¢ kuramdan ¢ok daha
simetrik olmast, bu ¢
kuramdaki tim simetrilerin
yant sira baska simetriler de
icermesi beklenir. Bu kuramin
evrenin ilk zamanlarda,

enerji yogunlugunun cok
daha yiiksekken dogada

var olan simetrileri icerdigi
distnuliyor. Zamanla evrenin
enerji yogunlugu dustiikce
cesitli “simetri kirilmalart”
yasandti. Her bir simetri
kirtlmast dogal stireclerin
daha distk simetrilere sahip
kuramlarla a¢iklanabilecek hale
gelmesiyle sonuglandt. Buyik
birlesik kuramin adaylarindan
biri spin(10) modeli olarak
adlandirilan 45 simetrili bir
model. Spin(10) modeli, 21
simetrili Pati-Salam modelini;
Pati-Salam modeli, 15 simetrili
sag-sol simetrik modeli; sag-sol
simetrik model de 12 simetrili
standart modeli kapstyor. Her
bir asamada hangi simetrilerin
kirtldigint belirleyen seyin

ne oldugu bilinmiyor. Ancak
Humboldt Universitesinden
Nichol Furey ve Imperial
College London’dan Mia
Hughes tarafindan yapilan

¢alismalar oktaniyonlarin bu
soruya bir cevap verebilecegine
isaret ediyor. Hatta elde
edilecek sonuglar deneylerle
test edilebilecek tahminler
yaptlmasint saglayabilir.

Oktaniyonlarin muhtemel
uygulama alanlarindan biri de
bir kuantum kitle ¢ekimi teorisi
gelistirilmesi. Pascual Jordan,
1930’larda Eugene Wigner ve
John von Neumann ile yaptigt
calismalar strasinda kuantum
mekaniginin matematiksel
Ozelliklerinde oktaniyonlar ile
yakidan iliskili cebirsel yapilar
kesfetmisti. “Istisnai Jordan
cebiri” diye adlandirilan bu
cebir, dort boyutlu uzayzamant
tanumlamak i¢in kullanilan
matematiksel yapiyt da kapsiyor.
Dolaytsiyla oktaniyonlar kuantum
mekanidi ile kiitlecekimini bir
araya getirecek yolu agabilir.

Sonucg

Bir biiylk birlesik kuramin ve
hatta bir her seyin teorisinin
gelistirilmesinde oktaniyonlarin
yararli olabilecedini gosteren
arastirmalar var. Bu sekiz boyutlu
hiperkompleks saytlarin kuramsal
fizikte ne 6lgiide yararli olacagint
zaman gosterecek. l
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