33. ULUSLARARASI MATEMATIK OLIMPIYADI

Ulkemizden Sinan Giintiirk ve Cem Mutlugiin’iin ti¢iinciliik aldigi matematik olimpiyadi sorularin
dergimizin Eyliil 1992 sayisinda yaymlamustik. Bu sorulann ¢éziimilnil simdi yaymnliyoruz.

SORULARIN COzZUMU

Albert ERKIiP®, Semih KORAY"

Soru 4 :

Dozlemde, C bir gember; L, C cemberine te-
get olan bir dogru ve M ise L dogrusu istinde
bir nokta olsun. Asagidaki kosulu saglayan tim
P noktalarinin geometrik yerini bulunuz. L dog-
rusu stiinde Q ve R gibi dyle iki nokta vardir
ki, M, QR nin orta noktasi ve C de PQR lggeni-
nin i¢ cemberi olur.

Cozim :

Sekilde gérildigu gibi C gemberi PQR Gggeni-
nin igteget cemberi olsun. C'nin L dogrusuna deg-
me noktasini S ile gﬁsterehm ST'cap olacak sekil-
de gemberin {izerinde T'noktasini alalim ve cembe-
re T'noktasinda 2egst olan L dogrusuna paralel L
dogrusunu (;i29|lﬂ'| L’ dogrusunun PQ dogrusunu ke-
sim noktasi Q; PR dogrusunu kesim noktasi R’ ol-
sun. F'T'dngrusunun L dogrusunu kestigi noktay! T
ile gésterelim. PQ R icgeni PQR iicgenine benzer-
dir, C cemberi PQR’ licgeninin disteget cemberidir.
Benzerlikten (ya da homoleti donistiminden) PQR
ticgeninin disteget ¢eberi C'QR kenarina T nokta-
sinda teget olur. PQR (i¢geninde S icteget cembe-
rin, T ise diseget cemberin QR kenarina degme nok-
tasidir. O halde 1QSI=ITRI olmalidir.

Buna gore: "'M, QR nin orta noktasidir ancak ve
ancak SM=MT" gostenlm|$ olunur. Buna gore, P
istenen kosulu gercekliyorsa, PT dogrusunun sabit
bir T noktasindan gectidini gotermis olduk. Tersine
P, T'dogrusu Gizerinde, sekle gore gemberin Ust ta-
rafinda bir nokta ise, M, QR nin orta noktasidir, ya-
ni P istenen kosulu sagiar.

Buna gdre aranan geometrik yer sudur: S nok-
tasinin M ye gore simetrigi T noktasini alalim, TT
dogrusunun ¢gemberin disinda ve T ye gore ters ta-
rafinda kalan yarn dogru.

Soru 5:

S, tig boyutlu uzayda sonlu sayida noktadan
olusan bir kiime olsun. .S, ve S, ile S deki
noktalann sirasiyla yz d em[ zx dlzlemi ve xy
diizlem| Ustiine dik lzdﬂsﬂmleﬁnden olusan k-
meleri gﬂatarallm Bu durumd

2 <|8,| .lraJa |
oldugunu kamt Ymsz Bu ]A! ile sonlu bir
A kiimesindeki eleman sayisi gosteriimektedir,
(Not: Bir noktanin bir diizlem Gstlne dik izd(is(-
mi, o noktadan dizleme cizilen dikmenin
ayagidir.)
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Cozim :

5- Veerilen bir S kiimesini z-eksenine gére katla-
ra ayiralim. TUm noktalarin z-koordinatlaninin kiimesi
(24, Zp...., 2] olsun, 1<igk igin S=((x.y,2)eS: z=2, |,
yani z-koordinati z; olan noktalann kiimesi olsun.
Hemen gorillecedi gibi:

k k
S(= 2 (S|, Sy =2 (8, [S,/= & ISy,
i=I
esitlikleri dogrudur, Ote yandan s' tek katli, yani dii-
zemsel bir kiimedir ve
I8! =[S, |S<[S]-|8Y|
bagintilan kolayca gorilir. Carparsak, herigi<k igin
|Sl|,§_ | S‘x | 112 jSlv| 12, [S|?| 1/2,

Son olarak her 1<igk igin |S/,|<|S,| olduguna
dikkat edelim. Bulduklarimizi birlestirirsek:

k 2
1sl2=(X s1))

K
2
S(E | Sie|172.| Sl | 172, S, | ﬂz)
i=1

<18, (X 8,128y [2)
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<is) (X 184X 1sy1)
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i=I
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elde ederiz. Burada, son esitsizlikte Cauchy-
Schwartz esitsizliginden yararlandik.

Soru 6 :

Her n pozitif tamsayisi igin S(n) sayisini asa-
gidaki kosulu saglayan en bilylik tamsay) olarak
tanimliyoruz: Her k<S(n) pozitif tamsayisi igin n2
sayis! k tane pozitif tam karenin toplami olarak
yazilabilir.

a) Her n>4 [gin S(n)<n?14 oldugunu kart-

layiniz.
b) S(n) = n2-14 esitligini saglayan bir n tam-
sayisi bulunuz.

c) S(n) = n?14 esitligini saglayan sonsuz
sayida n tamsayisi bulundugunu kanit-
layiniz,

Cozum :

a) n?=12+12+ . +12 esilliginden, n2 sayisini
k=n? tane pozitif tam kare toplami seklinde yaza-
billyoruz. Tam karelerin sayisi k'yi azaltmak igir bir-
takim 1'leri gruplamamiz gerekmektedir. 4 tane 1'i,
22=4 diye gruplarsak k'yi 3 azaltmis; 9 tane 1'i
32=9 diye gruplarsak k'yi 8 azaltmis oluruz. Bu se-
kilde tam karelerin sayisini 3,6,8,9,11,12 azaltabili-
riz ama 13 azaltamayiz. O halde n2? tamsayisi,
k=n2-13 tane pozitif tam kare toplami seklinde ya-
zilamaz, yani S(n)<n?14 olmalidir.

b) n>4 icin S(n) = n?-14 olmasi igin, n? sayisi si-
rasiyla 1,2,...,n2-14 tam kare toplama seklinde ya-
zilabilmelidir. Bu ise dncelikle n'nin bir Pisagor sa-
yisi (yani n? = a2 + b?) olmasini gerektirir ki buradan
n=5 (52=32+42), n=10 (102=62+82), n=13
(132=52+122),... olabilecegini séyler. Ote yandan
n=5 ve n=10 igin, n? (25 veya 100) (i¢ tam kare-
nin toplami seklinde ifade edilemez. n=13 icin ise
132 =169 =32+ 42 + 122 dogrudur. Devam edersek,
132=224224824102, 132=324+42442482482
ifadelerini buluruz; yani 132 sirasiyla 1,2,3,4 ve 5
pozitif tam karenin toplami olarak yazilabilir.
S(18)=132-14=155 oldugunu kanitlamak igin,
132 =169 sayisini 6,7,8,...,155 oldugunu kanitlamak
i¢in, 132=169 sayisin 6,7,8,...,155 tam karenin tap-
lami olarak ifade etmemiz gerekmektedir. Bu is igin
(a)'daki irdelemeyi tersine cevirelim. n2 sayisini k ta-
ne tam karenin toplami seklinde ifade ederken, bu
tam karelerden biri ¢ift, yani (2r)2 seklinde ise bu te-
rimi r2+r2 + 12+ 12 diye ayirarak n? sayisini k + 3 tam
karenin toplami olarak da ifade edebiliriz. Bu son ifa-
dede baska ¢ift sayl varsa (veya r ¢ift ise) bu islemi
surdirebiliriz. 132=32+ 42 + 42 + 82 + 82 ifadesinde
bu islemi 53 kez tekrrarlayarak; her 1<t<53 igin
132=169 sayisim k=2 + 3t tam karenin toplami ola-
rak yazabiliriz. (Ilk olarak, 132=32+22422 4224
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22442482482 t=2 igin k=8,..., son olarak
132=32+124 .12, k=161 aslinda istedigimizden
de fazla).

Bu yukaridaki gosterimlerin herbirinde 32 terimi
var, 32=22+22+12 pargalanmasiyla, terim say)si-
ni 2 artirabiliriz, yani 132 sayisini her 1<t<53 icin
2+2+3t=4+3t tam kare toplam| seklinde ifade
edebiliriz.

Ik (2r)2 =r2 + r2 4+ r2 + 12 yontemini 132 = 122 442
+ 32 ifadesine 50 kez uygulayabiliriz, buradan da
her1<i<51 igin 132 sayisini k =3t tam kare toplami
seklinde yazabilecegimiz cikar,

Bulgulanimizdan, 132 tam sayisini sirayla
1,2,...,154 ve 155 tam kare toplami seklinde yaza-
bildigimiz, yani $(13)2155 esitsizligi elde edilir.
(a)'dan S(13) £ 169-14=155 ise S(13)=155"| ge-
rektirir.

c) n tam sayisi igin S(n)=n2-14 olsun.
n®=a?4+b24... gobsterimi varsa buradan
(2n)2=(2a)? +(2b)? + ... gosterimini elde ederiz, ya-
ni (2n)? tam sayisi sirasiyla 1,2,...,n%-14 tam kare
toplam olarak ifade edilebilir, Ote yandan (b)'deki
yolla bu (2a)? cift kareleri a2+ a? + a2 + a2 seklinde
ayirarak (2n)? yi sirastyla n>=13, n2-12,..., 4n2-28 tam
karenin toplami olarak ifade ederiz. Son olarak
52=32+42 ve 32+ 32=12+ 12.+42 aynstirmalanyla
(2n)2 sirasiyla 4n2-27, 4n2-26,..., 4n=15 ve 4n2-14
tam kare toplami ifade edilir. O halde bir n igin
S(n)=n?14 ise S(2n)=(2n)?-14 oldugunu gdsterdik,
O halde n=13"ten baslayarak n=26, n=52,... son-
suz sayida tamsay igin S(n)=n2-14 oldugunu gos-
termis olduk.

Ben 1V dizisinde doktorum. Belki size yardime: olabilirim,
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