am Klein Siseleri

Alan Bennerr Ingiltere’de Bed-
ford'da vasavan bir cam f{iflevicidir.
Birkag vil ince topolojide ortaya ¢gtkan
giz dolu sekillerden (Mabius bantlar,
Klein siseler vh) etkilendi. Bir mate-
matikci bunlar hesap vaparak ciizebi-
lirdi. Bennett onlart cam sekiller vapa-
rak ¢ozdii. Yapug@m birbirinden ilging
sekiller, gergekte cam scklinde don-
mus arastirma projeleri, Londra Bilim
Miizesi'nde stirekli olarak halka goste-
rilmekredir,

Topolojistler  cisimlerin - germe,
burma vb ile degismeven dzellikler
iizerinde dururlar: veter ki cisim bu bi-
cim defmstirmelen sirasmda yvirulmasin
veva kesilmesin. (Ashnda cisim gegic
olarak kesilebilir; fakat tekrar birlesti-
rildiginde, kesik bovunea birbirine va-
kin noktalar, tekrar birbirine vakin ol-
mahidir). Topolojik Gzellikler arasinda
sunlar savilabilirz: Sekil ek parcadan
mi, bir ¢ok pargadan m1 olusmustur?
Sckil diigiimlii veva eklenmis midir?
Seklin iginde delikler var midir?

lin ivi bilinen topolojik bigimler,
ilk bakista ilging ovuncaklan andi-
nir; fakat dnemleri fazladir. Orne-
mn, Mibius bandinn alalim; bunu
vapmak igin uzun bir Kt serit
alip uclardan birini 180" bur-
dukran sonra, iki ucu vapistir-
mak veterlidir, Mabius band
tek viizlii en basit yiizeydir,
ki bovacimin biri Miibins
bandimin “diga™ bakan yiizii-
nii Kirmiziya, bin de “ige”
bakan viiziinii maviye boya-
saydi, sonunda bant iizerin-
de birbirlerivle karsilagirlar-
di. (Bu, tek bir viiz oldugunu
kanitlar; ¢iinkii rnegin bir si-
lindirin dig ve i¢ ikt viizi olduo-
fu i¢in disim ve igini boyayan
bovacilar asla kargilasamazlar),

Eger kigie bandi bir degil
bircok kere burarsak (burmak de-
vince 180" gevirmek anlayacagiz)
cesitli Mibius bantlan elde edeniz. To-
polojist igin 6nemli olan sudur: Kigit
bandi tek sayida burarsak (1,3,5...) tek
yiizlii bir viizey, ¢ift sayida burarsak
(2,4,6) iki viizl(i bir yiizey elde ederiz.
Kagit sendin bir ucunu tek sayida bur-
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mak, rtopoloji bakimindan Méobius
bandimin avnr olan bant

ar olusturur,
Bu sundan da bellidir: Bant kesin ve
biri diginda biitiin burmalan tersine
burun, Bovlece, ¢ift savida burmayi
diizelrtiginizden, kesilmis uclann bir-
lestirilmesi veni bir Mabins seridi
olusrurur,

Aymi nedenle, ¢ift savida burulmus
hiitiin bantlar, topolojik olarak silindi-
rin aymsiding ¢link silindirin yiizeyi
de burulmamistr, Bantin kag defa bu-
ruldugu topolojik dnem s ¢iinki
burus savist, bandin ¢evresindeki
uzavda nasil yver aldifzim da belirler.
Burada iki dnemli soru vardir: Birinei-
si bandin geometrisi, 1kincisi ise ban-
din vzavdaki durumudur. Bunlardan

Alan Bennett'in cam (ifleyerek yaptigi tek
yizeyli Klein sisesi.

Spiral bir egri boyunca kesilmis orijinal
Klein sisesi.

ilki burug sayisimin rek veva ¢ift olu-
suvla, digerivse burusharin mutlak sa-
visivla ilgilidir.

Mébius bandimn bir simn vardir;
Bandin serbest kenari. Bir kiireninse
simrt yoktur. Tek yiizlii bir yiizeyin
kenarinmim olmamasi olast midir? Yane,
ever'tr. Biyle bir viizey olabilir: su ko-
sulla ki fi¢ bovutlu bir uzayvda bavle
bir yiizey kendini kesmeden var
olamaz.

Bu, topolojistler icin bir sorun
degildir; onlar, ficren fazla
boyutu olan uzavlarda bulu-
nan veya errafinda hig uzay
olmayan yiizevler hayal ede-
bilirler. Fakat cam iifleviciler
icin bu kagimilmaz bir engeldir.
Yandaki resimde Bennetr tarafin-
dan iiflenmis camdan bir Klein sise-
si goriilityor. Normal bir siseden farkl
olarak, sisenin boynu kivrilarak van
viizeyinden igeri daldinlmis, sisenin
giivdesiyle igten birlestirilmiy ve
sonra sisenin viizevine bir delik
seklinde agilmistir. Cam Klein gi-
sesi kiigiik, kapali bir egri boyunca
kendini ¢aprazlar; fakar topolojist-
ler, ideal Klein sisesini diisiiniir-
ken bu capraz dikkare almazlar,
Bir Klein sisesini boyadigimz ha-
val edin. Boyamaya biiyiik, siskin
biilliimiin disindan bashyorsunuz ve
dar bovuna kadar gelivorsunuz. Boy-
nun givdeyi gaprazladif nokraya geli-
yorsunuz; fakat bunu dikkate a
rak, artk govde igine gomiilmiiy olan

mavya-
boynu boyamaya devam ediyorsunuz,

Gele gele boynun siskin boliimda bir
delikle yiizeye acildifiy yere gelirsiniz,

Wilio v Teknik



3 boyunlu Klein sisesi

7 burmall iki banda bélinebilen spiral
Klein sisesi

Bovamava devam ederseniz, siskin bi-
liimiin i¢ viiziinii bovadigimz goriirsii-
niiz! Sisenin i¢i ve disi dikissiz olarak
birbirivle birlesmigtir. Klein sisesinin
i¢ ve dis viizleri, kararsiz ve eksiz bir-
birlerini takip ederck tek bir viizev

olusturur. Bennert, Klein sisesinin uy-
eun bir egn bovunca kesilinee ki M-
bius bandi verdigini duvmustu. Eger
bu isi normal uzayda bulunan cam bir
Klein sisesinde vaparsamz, bu bantlar-

da tek bir burma oldugunu giriirsiiniiz.

9
X

\. /
N /
T~ — ’ M -~ d

—

Iki Mébius Bandi. Bunlan bir Klein
sisesinin yukaridan asagi bir kesiti olarak
disdnebiliriz.
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Spiral Klein sisesinin degisik bir sekli

Bennete sunu diisiindii: Acaba nasil bir
sekil yapmal ki ikive béliiniince iki
adet fi¢c burmali Mibius bandi versin,
Bennett bunu bagarabilmek igin
Klein sisesinin 3 savisiyvla olusturulabi-
edi: Or-

negin 3 bovunlu siseler ve sasilacak

lecek degisik sekillerini ince

sekilde birbiri iginde 3 sise. Havalinde
bunlar ortadan kesilince ne olacagim
diistiniivordu; hatea camdan vaprigi bu
gibi siseleri elmas testereyle ortadan
kesip ne ctku@ina bakr.

Coziim ¢ok garip bir sisede bulun-
du: boynu kendini ti¢ kere ¢aprazlava-
rak iki sarmal halkasi vapan bir sise.
Buna “Ouslam kabi™ adini verdi; Ous-
lam, giderek kiigiilen daireler cizerek
kendi arka ucunda sol-sag simetrisi
saglayip kavholan bir masal kusuydu.
Ouslam kabi dikine bir diizlemle ikive
béliiniirse (sekilde kgt diizlemi) her-
birt ii¢ kere buralmus iki Mabius ban-
di olugur; problem ¢ozillmiigeiir.

Bir marematik¢i gibi Bennetr de
daha biiviik ovnamak istivordu. Ome-
#in 5 burmah bant? 19 burmah bant?

Genel kural nevdi? Bennetr hizla anla-
di ki her sarmal halkasi iki burma ekli-
vordu, Ornegin Ouslam kabina bir sar-
mal halkast daha cklenince 5 burmal
Mabius bantlan elde ediliyordu,

Bunun iizerine tasarmi basitlesti-

) bigim-
li bir Klein sigesi vapu. Yanda sol alt-

rip giiclendirerek spiral (helise

taki resimde, Klein sigesi ortadan ikive
boliiniirse. herbiri 7 burmali iki Mébi-
us bandr elde edilir. Her spiral halka 2
burma ekler. Ikinci resimde spiral bi-
¢imh Klein sisesinin topolojik olarak
degisiK bir sekli goriilmektedir.

Spiral halkalarin énemini kavrayan
Bennetr, spirali “tersine burarak™ ori-
jinal Klein sisesine erisebilecegini an-
lads. Spiral bigimli Klein sisesini ikive
bilen ¢izgi de bigim degistirivordu. Si-
senin bovnu rersine buruldukea kes-
me ¢izgisi de burnluyordu. Béylece bir
Klein sisesini spiral bir egri boyunca
ikive bilerseniz, istediginiz sayida
burma elde edebilirsiniz.

Son bir ilging nokta: Baglangigta
bir Klein sisesini ikive bilerek tek
burmali iki Méabius bandi olusturmak
istenmistl, Klein sisesini farkl bir egri
bovunca dyle kesebilirsiniz ki tek bir
Mabius bandr olusur. Bunun ¢oziimii-
nii size birakiyoruz,
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Cevin: Seleuk Alsan

Ouslam kabi: Sisenin boynu iki spiral halka yapar, dikine ortadan kesilince her biri
3 burmalr iki M6bius bandi olusur (noktalt cizgiler gérmeyi kolaylastirmak icin ek-

lenmistir).



