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Matematik Kulesi, okuyucularin her ay artan ilgisi sayesinde yiikselmeye devam ediyor. Gelen istekler iizerine oniimiizdeki

< sayllarda sizlerin gonderdigi sorulari, matematik konularini ve ilging ispatlari da yayimlamaya karar verdik. Yazilarinizi ve
¢oziimleriyle birlikte sorularinizi e-mail adresimiz araciligiyla bize iletebilirsiniz. Matematik Kulesi’nde goriismek dilegiyle...

o Paralelkenarda bilinmeyenler

ABCD paralel kenarinin i¢inde bir M nok-

5 tasi alintyor. Sekilde gosterilen acilar bilin-

digine gore paralel kenarimizin tiim i¢ agi-
larini bulabilir misiniz?
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En Kiiciik Deger

Elimizde 1998 tane birbirinden farkli dogal
sayinin olusturdugu bir say1 dizisi var. Dizi
elemanlarindan hicbiri dizideki herhangi iki
elemanin toplamina esit degil. Bu kurala go-
re dizinin en biylk elemaninin alabilecegi
en kiiciik deger nedir?

Gecen Ayin Cozlmleri

Arada kalmak:

Sorunun 6zel bir hali olarak iki esit cember alirsak
ikizkenar tcgenin ytksekliginin 1 birim olacagini
kolaylikla gorebiliriz. Ancak gelin bu sonucun her
durumda da gecerli oldugunu ispatlayalim. Once-
likle BL =BI =a ve
LI=2b alalim. Bir
noktadan cembere ci-
zilen tegetlerin uzun-
lugu esittir. Buna go-
re EL = LQ , BQ -
BK ve OE = OK olur.
Bu g esitligi ve seklimizi kullanarak OE + BQ
=OK + BK =OB ve (LO - LE) + (LB - LQ) = OB
esitliklerini tiiretebiliriz. En son esitlikte LE = LQ
oldugu i¢in LQ = (LO + LB - OB)/2 yazilabilir. Ay-
n1 sekilde IM = (BO + IB - OI)/2 esitligi de elde
edilir. iki esitligi toplayalim:

LQ +IM = (LO + LB + BI - OI)/2 = (2LB - LI)/2
=a-b

Simdi JELQ = OFIM = a alalim. Buna gére r/LQ
= R/IM = cot(a,/2) ve dolayisiyla (r+R)/(LQ+IM) =
cot(a/2) olur. Trigonometrik denklemlerde
cot(a/2) = sin a / (1 - cos ) ‘ya esittir. Sin o ve
cos O , LBI ti¢genine gore hesaplanirsa (r + R) /
(a -b)=cot(a/2)=h/(a-Db)oldugu bulunur.
Sonug olarak r + R = h esitligini elde ettik. Boyle-
ce en basta séyledigimiz gibi h = 1 sonucuna ulas-
mis oluruz.

Sihirli Formiil :

Formiiltimtizden elde edilen sayiya A diyelim:

A =(3n5+5n3 + 7n) / 15 . A sayisimin tamsayi ola-
bilmesi i¢in payin yani B =3n% + 5n3 + 7n ‘in 15%¢
tam boltinmesi gerekiyor. Payin 3 ve 5’e tam bo-
ltindGglind gosterebilirsek soruyu ¢6zmus olaca-
81z. Once 3 ile boltindiigiini gosterelim.

3n2 = 0(mod3), 5n3 = 2n3(mod3) ve 7n = n(mod3)

Fibonacci'ye Veda

Son iki sayimizda anlattigimiz Fibonacci sa-
yilarina giizel bir soruyla (simdilik) veda edi-
yoruz. Fibonacci serisi 1,1,2,3,5,8,13,21
,...seklinde ilerler ve her say1 kendinden 6n-
ceki iki sayinin toplamina esittir. m = 2 olma-
s1 kosuluyla m basamakli Fibonacci sayilari-
nin dértten az ve besten ¢ok olamayacagini
gosterebilir misiniz?

Uc Aceleci Arkadas

Aceleleri olan ti¢ arkadas, A sehrinden 30 km
uzakliktaki B sehrine gitmek istiyorlar. Elle-
rinde saatte 30 km hiz yapabilen bir yaris bi-
sikleti ile saatte 20 km hiz yapabilen bir dag
bisikleti var. Yiirtiyerek ise herbiri saatte 6 km
hizla gidebiliyorlar. Herhangi biri eger gerek-
li olursa bisikleti yolun kenarmna birakip ken-
di yoluna devam edebilir. Boylece arkadan ge-
len arkadasi bu bisikleti kullanabilir. Grubun
son elemaninin B sehrine varisi, stireyi belirle-
digine gore bu sartlar altinda grup en az ne
kadar stirede B sehrine varabilir?

olur. Yani B = 2n3 + n = n(2n2 + 1)'dir. Mod 3’te
calistigimiz icin n sadece 0,1 veya 2 degerlerinden
birini alabilir. Bu degerleri teker teker B = n(2n2 + 1)
formiiltinde yerine koyarsaniz mod3’te hep sifiri
elde ettiginizi goreceksiniz. Yani payimiz tim n de-
gerlerinde 3 ile boltntr. Ayni yontemi kullanarak
B = 3n% + 2n = n(3n% + 2)’yi elde edebiliriz. Bu sa-
y1 da n’nin alabilecegi 0,1,2,3 ve 4 degerlerinde
hep 5’e béltindr. Bunu n ve 5’in aralarinda asal ol-
dugunu bilerek n4 = 1(mod5) 6zelligini kullanarak
rahatlikla gosterebiliriz. Sonug olarak pay hem 3’e
hem de 5’e boliindiigu igin 15’e de boliinmds olur.

Abakdsle Calismak:

Her iki sayiy1 da 249, 521 sayisiyla ¢arpalim. Béyle-
ce 292002200521 ye 33005300249 sayilarini elde
ederiz. Kolaylikla 53 < 27 (125 < 128) ve her iki ta-
rafin 7.dereceden tsstini alarak 521<249 esitsizlik-
leri goriilebilir. Ay sekilde (29.2)2 < (3.5)3 esitsiz-
ligi 3364 < 3375 oldugu icin gecerlidir. Bu da
292002200 < 33005300 esitsizliginin dogrulugunu
kamitlar. Geriye sadece bildigimiz iki esitsizligi
carpmak kaliyor: 29200,2200 521 < 3300 5300249 Ya-
ni 292002151 < 5179 3300 ‘r,

Fibonacci ve 10 Basamakli Sayilar:
Dizimizdeki sayilari iki gruba ayiralim. Son rakami
5 olanlar birinci grubu, son rakami 2 olanlar ikinci
grubu olustursun. Birincil gruptaki sayilarin son ra-
kamindan 5 i silersek, iki tane 2'nin yan yana gel-
medigi 9 basamakli sayilar elde ederiz. Ikinci grup-
taki tlim sayilarin sonundaki son iki rakami (yani
52yi) silersek , iki tane 2’nin yan yana gelmedigi 8
basamakli sayilar elde ederiz. Sonug olarak a, 2 ta-
ne 2‘nin yanyana gelmedigi n basamakli sayilarin sa-
yisini gosteriyorsa, a; = ag + ag olur. Ayni sekilde ag
=ag+a; veag=ay+ag da gosterilebilir. Bu da Fi-
banocci dizisinden baska bir sey degildir. a; = 2 ol-
dugunu g6z 6ntine alirsak a; = 2, a,=3,a3 =5 ......
ajg = 144 olur. Aradigimiz sonug 144’tiir.

Matematigin Sasirtan Yuzu

Fibonacci Sayilar1 - 2

Her ne kadar doganin m1 matematigi yarattigr-
n1 yada matematigin mi dogay sekillendirdigi-
ni bilemesek de emin oldugumuz bir konu var
ki o da bu iki kavramin simsiki birlikteligi. Ge-
¢en sayida anlattigimiz Fibonacci sayilari ve
altin oran, bu birlikteligin en giizel gortlebil-
digi konularin basinda geliyor.
———— Bu ayki konumuz ise
altin dikdortgenden
| elde edilen spiralin
I B en iyi matematikci
P_| olan doga tarafindan
nasil kullanildig1 ola-
cak. Gegen sayiy1 takip etmis okuyucular ke-
narlar1 ardisik iki Fibonacci sayist olan dik-
dortgenlere altin dikdértgen denildigini hatir-
layacaklardir. Simdi altin dikdértgeni olustu-
ran karelerin igine sekildeki gibi ceyrek ¢em-
berler ¢izerek bir spiral olusturalim. Cok il-
ging bir sekilde, matematigi kullanarak elleri-
nizle ¢izdiginiz bu spirali bir deniz kabugun-
da, bir cam kozalaginda ve hatta uzaydaki bir
gokadada gormeniz mimkiin. Bu spirale bir
diger glizel 6rnek de resimdeki cicek.

F W § 1
Sadece gortinttistiyle degil matematigiyle de
buytileyen bu ¢icegin spiralleri cok rahatlikla
secilebiliyor. Eger sikilmadan saga dogru spi-
rallerini sayacak olursaniz ¢icegin 55 spiral-
den olustugunu géreceksiniz. Iste karsinizda
yine bir Fibonacci sayisi!

Yeni Yayinlar...

Tiirk Matematik Dernegi'nin yaymladigi “Ma-
tematik Dtinyasi”nin 3. sayisi cikti. Bu sayi-
nin kapak konusu
graf adiyla da bildigi-
miz ¢izgeler. Kolay
okunabilir dili ile ma-
tematik merakhlarina |
seslenen dergide da- © -

ha bircok farkli ko- = "'.-
nuda bilgi edinebilir
ve matematigin zev-
kini gikarabilirsiniz.
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