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Matematikteki pek ¢cok 6nemli sonug birbirinden uzakmis gibi goriinen
alanlar arasinda kurulan baglantilar hakkindadir. Unlii matematikgi
Andrew Wiles 1990’h yillarda “Fermat’nin son teoremi” diye bilinen
teoremi ispatladiginda, birbiriyle ilgisiz gibi goriinen iki alan
(Diophantine Denklemleri ile otomorfik formlar) arasinda

bir kopri kurulabilmesi iimidi dogmustu.

Wiles’in ispatinin ardindan ¢ok sayida matematikgi kariyerini s6z konusu
kopriiyii gelistirmeye adadi. Ancak bu calismalar bir tiirlii asilamayan

bir engele takilmis durumdaydi. Son yillarda yayimlanan iki makale

iste bu engelin asilmasini sagladi.
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Pierre de Fermat (1601-1665)

990’larin basinda Andrew

Wiles’in Fermat’'nin son

teoremini kanitlamast
sadece matematik dinyast i¢in
dedil tim insanlik icin muazzam
bir adum diye kabul edilir.
Teoremin ifadesi oldukga basittir:

xX* + y® = z" esitliginde, n'nin 2’den
buyuk dederleri i¢in pozitif tam
sayl ¢ozumu yoktur. Bu denklem
Fermat denklemi olarak bilinir.

Fransiz matematik¢i Pierre

de Fermat, teoremi Yunan
matematik¢i Diophantus’un
Arithmetica adlt kitabinin bir
nushasinda bir sayfanin kenar
bosluguna ¢iziktirivermis, yanina
ise pek de hos anilmayan bir not
duserek, teorem i¢in bu kenar
bosluguna sigdiramayacagt
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uzunlukta gercekten olagantsti
bir ispat kesfettigini belirtmisti.
Bu basit iddia, 350 yildan

uzun bir stire boyunca pek

¢ok matematik¢iyi cezbedip
ugrastirdi. Yazyillar boyunca
gerek profesyonel matematikgiler
gerekse amator meraklilar
Fermat’nin yazmadigt ispatin

ya da bu teoremin herhangi bir
ispatinin pesinden kostu.

Wiles’in (Richard Taylor’in da
yardumiyla) buldugu ispat,
Fermat’nin asla hayal edemeyecedi
bir ispatti. Teoremin Uistesinden
dolayli olarak geliyor ve bunu
matematik diinyasindaki -tabiri
caizse- iki uzak kita arasinda

bir kopri kurarak yapiyordu.

Daha 6nce matematikgilerin

var oldugunu sezdigi ancak

kuramadigt bu devasa kopriuyu
bulan Wiles, aslinda bu képriyu
iki kita tizerindeki ¢ok kugtik
iki kara parcgast arasinda
kuruyordu. Yepyeni derinlikli
fikirlerle dolu olan bu ispat,
akabinde koprunin her iki
tarafina dair bir sonuglar
silsilesini de tetikledi. Bu
acidan Wiles'in buytleyici
ispatt aslinda ¢ok daha buytuk
bir bulmacanin minicik bir
pargasint ¢ozmus oldu.

Imperial College London’dan
Toby Gee’ye gore ispat, 20.
yuzyll matematigindeki

en iyi kesifler arasindaydi
ancak aynt zamanda varligt
Onceden kestirilmis olan ve
Langlands kopriisu olarak
anilan kopriuntin sadece kiigiik
bir pargastydi. Koprinin
tamamlanmuts hali ise
kavramlart bir taraftan diger
tarafa gecirerek matematigin
alabildigine engin ufuklarinin
aydinlatilabilmesi imidini
doguracak. Zira, Fermat'nin son
teoremi de dahil olmak tizere
pek ¢ok problem képrintin bir
tarafinda zor gorintirken diger
tarafa tasindiginda ¢ok daha
kolay problemlere dontistyor.

Wiles'in ispatinin ardindan
baska matematikgiler buyik
bir hevesle ¢alisarak onun
kurdugu kopruyu iki kitanin
daha buyik kisuimlarina dogru
genisletti. Ancak bir noktada
bir ¢esit duvara tosladuilar.
Kopriyl genisletmeye yonelik



iki dogal yon bulunuyor ancak
her iki yon i¢in de Taylor-Wiles
yontemi asilmast imkansiz
gortinen bir engele takiliyordu.

Bu engelin astlabilmesi pek ¢ok
matematik¢inin hayaliydi. Ne var
ki bunun basarilmast pek mimkin
gorunmuyordu.

Iste yakin zamanda yayumlanan
ve bir duzineden fazla
matematik¢inin emegi gecen
iki makaledeki sonuglarla, bu
engelin ustesinden gelinerek
yukarida bahsettigimiz her iki
dodal yoniin de 6nt agildi. Elde
edilen bulgularin Fermat'nin son
teoreminin pozitif tam sayilarin
Otesinde, baska say1 sistemleri
icin de ispatlanmasina yardumct
olabilecedi distnuliyor.

Fermat’nin son teoremini
ispatlayan Andrew Wiles 2016’da
Abel Odiili’nii kazandi.

Bosluktaki
igne

Langlands koprisinin bir

tarafi kurulabilecek en basit
denklemlerden olan “Diophantine
denklemlerine odaklanir.
“Diophantine” denklemleri
y=x>+6x+8yadax’+y’ =23
gibi, dediskenlerin, tislerin ve
katsayilarin kombinasyonlar
bicimindedir. Binlerce yil
matematikgiler tam sayilarin
hangi kombinasyonlarimn belirli
bir Diophantine denklemini
sagladigim bulmaya ¢alistt. Temel
motivasyonlart bunun son derece
basit ve dogal bir soru olmast
idiyse de bu ¢alismalarin bir kismtu
kriptoloji gibi alanlarda 6nceden
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ongorilemeyen uygulamalar buldu.

y2=x3— X

Matematikte eliptik bir egri, asagida gosterilen bicimdeki
bir diizlemsel cebir egrisidir:
y2=x3+ax+b
Bu egriler diizglin egrilerdir, yani sivri koseleri yoktur ve kendileriyle
kesismezler. Grafiklerde iki eliptik egri 6rnegi gosteriliyor.

Eliptik Egriler

Eski Yunan’dan bu yana
matematikgiler, sadece iki
degiskeni olan ve tissui 1 ya da 2
olan Diophantine denklemlerinin
tam say1 ¢6ziimlerini bulmayt
biliyordu. Ancak daha yiiksek
Uslere sahip denklemler i¢in
tamsayt ¢oziimleri bulmak hig

de kolay dedil. Bu durumun

ilk 6rneklerinden olan eliptik
egrileri temsil eden denklemler,
sol tarafinda y? ve sag tarafinda
en buytk kuvveti 3 olan, yani
x*>+4x+7 gibi bir ifade bulunan
denklemlerdir. Bunlar, daha disuk
kuvvetli denklemlere gore, Gee’nin
ifadesiyle “katbekat daha zor
problemler” olusturur.

y2=x3-x+1




Kopruntin diger tarafinda

ise otomorfik formlar olarak
adlandirilan, bazi fayans
bezemelerindeki simetrik
desenlere benzetilebilecek
matematiksel nesneler vardir.
Wiles’in ¢alistigt problemde

bu fayans bezemeleri meshur
grafik sanatgist M. C. Escher’in,
kenarlara dogru giderek kiigiilen
baliklart resmettigi iki boyutlu
mozaiklere benzetilebilir. Daha
genis Langlands evreninde

ise fayans bezemelerinin ug
boyutlu bir topu kapladigt ya da
daha ytiksek boyutlu bir uzayt
doldurdugu hayal edilebilir.
Aslinda Wiles’in kurdugu
kopriniin bir tarafinda otomorfik
formlarin 6zel bir tipi olan
moduler formlar yer alir. Moduler
formlar, kompleks diizlemin st

yarisinda tanumlt oldukg¢a simetrik

fonksiyonlardir. Tipkt sintis ve
kosiniis fonksiyonlarinin kendini
tekrar eden dederler almast gibi,
modtler formlar da bunlara
benzer ancak ¢ok daha karmagsik
simetriler igerir. Diizlemde
tanumly, yani iki boyutlu modiiler
formlar, ti¢ boyuta gecildiginde
yerlerini otomorfik formlara
burakar.

Bu iki matematiksel nesne turt
(Diophantine denklemleriyle
otomorfik formlar) tabiri caizse
tamamen ayr1 telden ¢alar.
Bununla birlikte 20. yuzyiliin
ortasinda ispatlanan sonuglarla
bu iki nesne arasindaki derin
iliskiler ortaya ¢itkmaya basladt.
1970’lerin baslarinda ileri
Arastirmalar Enstitiisinden
(Institute for Advanced Study)

Robert Langlands, Diophantine
denklemleriyle otomorfik
formlarin birbirine ¢ok 6zel bir
bi¢imde karsilik geldigi yontinde
bir sant 6ne surdu.

Wiles’in ¢alistigi problemdeki otomorfik formlar M. C. Escher’in, kenarlara dogru giderek kigtilen baliklar ya da baska figtirleri resmettigi mozaiklere
benzetilebilir (solda). Sagda ise bilgisayar yardimiyla olusturulmus bir otomorfik form temsili gortltyor.
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Buna gore hem Diophantine
denklemlerinin hem de otomorfik
formlarin sonsuz bir say1 dizisi
uretmesinin dodal bir yolu vardur.
Bir Diophantine denklemi igin,
denklemin her bir modiiler
aritmetik sisteminde ka¢ ¢6zimu
oldugu saylabilir. Bu ¢oztimler
dogal olarak bir say dizisi olusturur.
Langlands képriisiinde goriinen

tiirden bir otomorfik form icin de
benzer bir say1 dizisi tanimlanabilir.
Ornegin, otomorfik formlarin 6zel
bir tipi olan modiiler formlart

sinus ve kosints fonksiyonlart
cinsinden yazmak mumkindtr.
Iste bu yazimdaki sintis ve kosiniis
fonksiyonlarinin katsayilarindan
olusan dizi de modiiler forma
karsilik gelen dizi olur. Langlands,

Modiiler Aritmetik

Modiiler aritmetik matematikte sayilarin mod denilen belirli bir degere
ulastiginda “basa sardigr”, tam sayilarda gecerli bir aritmetik sistemidir.

Modyiler aritmetige iliskin modern yaklasim Carl Friedrich Gauss tarafindan

gelistirilmis, Gauss’un 1801’de yayimlanan Disquisitiones Arithmeticae
kitabinda agiklanmisti.

Modyiler aritmetigin asina oldugumuz bir kullanimi, bir gtintin iki adet
12 saatlik devreden olustugu 12 saatlik saat gosterim sistemidir. 12’li saat
aritmetiginde saat zamani 12 saatte bir “basa sarar”, yani mod 12’dir. Buna
gore, 6rnegin su anda saat 7.00 ise 8 saat sonra saat 3.00 olacaktir, yani bu
sistemde 7+8 = 3 esitligi gegerlidir.

Diophantine denklemleri i¢in

mod sayisinin asal sayt oldugu
modiler aritmetik sistemlerindeki
¢ozumler s6z konusu oldugunda,
bu iki dizinin (Diophantine
denklemlerinden gelen dizi ile
otomorfik formlardan gelen dizinin)
sastrtict bicimde birbirine karsilik
geldigi sanisint ortaya attl. Apayrt
matematiksel diinyalardan gelen bu
objelerin birbirine karsilik gelmesi
devrim niteliginde oldu.

Ornegin, University of Chicago’dan
Matthew Emerton bu baglantinin
“telepatiden de tuhaf” oldugunu
distunip soyle demisti: “Bu

iki tarafin birbiriyle iletisim
bi¢imi... 20 yildan fazladir bunu
inceledigim halde bana olagantsti
ve buytleyici geliyor”.

Aslinda s0z konusu kopriintin bir
yonunun baslangict 1950’lerde

ve 1960’larda olusturuldu: Japon
matematik¢i Goro Shimura
onderligindeki ekip, belirli
modtler formlardan yola ¢ikip
katsayilart rasyonel sayilar

olan eliptik egrilere -ki bunlara
rasyonel eliptik edri denir- nasil
gidilecedini kesfettiler. Daha sonra
1990’larda Wiles, Richard Taylor'in
da katkilaryla belirli bir eliptik
edri ailesi i¢in koprinin diger
yonunu de insa etti, yani belirli bir
tip rasyonel eliptik egri ailesinin
modtler formlara karsilik geldigini

ispatladt. Ikilinin elde ettigi sonug,
Fermat’nin son teoremi i¢in de bir
ispat sundu. Fermat denkleminin
pozitif tam sayt ¢6zim var ise
(yani Fermat’'nin son teoremi



yanlis ise), bu ¢6ziime Kkarsilik
gelen bir rasyonel eliptik egri ve
Wiles’in ispatt neticesinde sz
konusu eliptik egriye karsilik
gelen bir modiiler form olmast
gerekiyordu. Ancak daha 6nce
(Serre, Ribet, Frey ve baska pek
¢ok matematik¢inin katkisiyla)
bdyle bir modiiler form olmadigt
gosterilmisti.

Daha acik ifade edecek olursak,
eder (a, b, ¢) Fermat denkleminin
pozitif tam sayilardan olusan bir
¢OzUmu ise -yani a®+b"=c" ise- bu
¢ozumle iliskilendirilen

y? = x(x-a")(x-b®) eliptik egrisine
karsilik gelen bir modiiler formun
olmadidt biliniyordu. Wiles ve
Taylor onculigindeki ¢alismalar
ile tim rasyonel eliptik egrilerin
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bir modiiler forma karsilik

geldigi ispatlaninca y? = x(x-a%)
(x-b®) seklinde bir eliptik egri
olamayacadt, dolayisiyla da Fermat
denkleminin (a, b, c) seklinde
pozitif tam saytilardan olusan

bir ¢6ziimiintin olamayacagt
ispatlanmus oldu.

Fermat’nin son teoreminin ispatt,
s6z konusu koprinin kurulmastyla
ortaya ¢tkan ya da mimkin hdle
gelen ¢ok sayida kesiften yalnizca
biriydi. Matematikgiler kopriyu
baska problemler s6z konusu
oldugunda da Ornegin eliptik

bir egrinin modiler aritmetik
¢OzUmlerinin sayisinin istatistiksel
dagilimina iliskin onlarca yulik bir
problem olan Sato-Tate sanisinin
ispatinda da kullandt.

Wiles ve Taylor'in bulgulart
yayumlandiktan sonra, insa ettikleri
yontemin hala gelistirilmeye

acik yonleri oldugu anlasildt.
Matematikgiler kisa bir stire sonra
bu yontemi rasyonel katsaytil tim
eliptik egrileri kapsayacak sekilde
nasil gelistirebileceklerini ¢ozdiiler.
Daha yakin bir zamanda yontemin,
katsaytlart 3 + V2 gibi basit
irrasyonel sayilar olan denklemlerle
verilen eliptik egrileri nasil
kapsayabilecedi de kesfedildi.

Matematikgilerin basaramadiklart
sey ise Taylor-Wiles yontemini
katsayilart karmasik sayilar
[6rnedin, i (-1’in karekoku olarak
tanimlanan hayali sayt), 3+i ya da
V21 gibi] iceren eliptik egrileri
kapsayacak bicimde genisletmekti.



Ayni sekilde, kuvvetleri eliptik
edrilerinkinden ¢ok daha ytksek
olan Diophantine denklemleriyle
basa ¢itkmayt da basaramamaislardt.
Sag tarafindaki en yuksek kuvvet

3 yerine 4 olan denklemlerin
¢O0zUumu Taylor-Wiles yontemiyle
“cantada keklik”tir. Ancak kuvvet
5’e ¢ikar ¢ikmaz yontem ise
yaramaz hadle gelir.

Matematikg¢iler zamanla Langlands
koprustinde gergeklesen bu iki
dogal genislemenin sadece Taylor-
Wiles yontemi tizerinde ufak
degisiklikler yapma meselesi
olmadigunt anladi. GOrtintiise

gore ¢ok temel bir engelle karst
karstyaydular.

Sorun, Taylor-Wiles yonteminin,
bir Diophantine denklemiyle
eslesen otomorfik formu, art arda
gelen baska otomorfik formlara
yuvarlayarak bulmastydt.

Ancak denklemin katsayilarinin
karmasik sayilar icerdigi ya da
kuvvetinin 5 ve ust oldugu
durumlarda, otomorfik formlar
giderek daha nadir hale

geliyordu. Oyle ki genellikle

belirli bir otomorfik formun
yakinlarinda yuvarlama amaciyla
kullanilabilecek bir otomorfik form
bulunmuyordu. Dolayistyla bu
durumlarda Taylor-Wiles yOntemini
kullanarak bir Diophantine
denklemiyle eslesen otomorfik
formu bulmak neredeyse imkansiz
oluyordu.

Ay’a Gitmek

GlUnumiuzin sayt teorisyenlerinin
pek cogu Wiles’in ispatt siralarinda
yetisti. O siralar 13 yasinda olan
Gee, “Bir gazetenin 6n sayfasinda
matematikle ilgili gérdigum tek
haberdi.” diyor ve ekliyor “Pek ¢ok
insan i¢in bu haber, heyecan verici
bulduklari, anlamak istedikleri ve
sonucta bu alanda ¢alismalarina
sebep olan bir seydi.”

Dolayistyla 2012’de, University of
Chicago’dan Frank Calegari ve

su anda Facebook’ta arastirmact
olarak ¢alisan David Geraghty,
Taylor-Wiles yonteminin
genisletilmesinin oninde duran
engelin ustesinden gelinebilecek
bir yol oldugunu 6ne stirince yeni
nesil say1 teorisyenleri arasinda bir
heyecan dalgast olustu.

ikilinin ¢alismast, Gee’nin
ifadesiyle “daha ileriye
gidilmesinin 6ntindeki bu temel
engelin aslinda engel falan
olmadigint” gosteriyor; bunun
yerine Taylor-Wiles yonteminin
gorunurdeki sinirliliklan bize
“elimizdekinin Calegari ve
Geraghty’nin sundugu daha
genel yontemin sadece bir golgesi
oldugunu” anlatiyor.

Engelin ortaya ¢iktigi durumlar,
otomorfik formlarin, Wiles'in
inceledidi iki boyutlu Escher tarzi
fayans bezemelerindekinden daha
yuksek boyutlu (hayali) fayans
bezemelerinde yasanan durumlar.
Bu daha ytksek boyutlu uzaylarda,

David Geraghty 2015’te
Boston College’da iken.

otomorfik formlar zorlayict
derecede nadirdir. Ancak isin
ilging yani daha yiiksek boyutlu
fayans bezemelerinde genellikle
iki boyutlu fayans bezemelerinden
daha zengin bir yapt bulunmasidir.
Calegari ve Gerathy’nin gelistirdigi
kavrayts, otomorfik formlarin
kithgum telafi etmek tizere bu
zengin yapilardan faydalanmaya
yonelikti.

Daha 0Ozel olarak, elinizde bir
otomorfik form varken, ona ait
fayans bezemesindeki boyamalart,
sececediniz herhangi bir fayans
parcasindaki ortalama rengin bir
Olgusu olarak kullanabilirsiniz.

iki boyutlu diizende, otomorfik
formlar, esasen bu tir bir 6lgim
icin elde olan tek araglardir. Ancak
daha yiiksek boyutlu fayanslarda,
“torsiyon siniflan” ad verilen

yeni Ol¢iim araglart ortaya ¢ikar.
Bunlar, her bir fayans pargasina
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ortalama bir renk yerine modiiler
aritmetikten bir say1 tayin eder. Bu
torsiyon siniflarinda bir bolluk s6z
konusudur. Torsiyon, bir degismeli
grubun sonlu mertebedeki
elemanlarina verilen isimdir.

Calegari ve Gerghty, bazt
Diophantine denklemlerine
karsilik gelen otomorfik formlar,
denklemleri baska otomorfik
formlara dedil de torsiyon
siniflarina yuvarlayarak bulmanin
mumkKkun olabilecedini 6ne stirdi.
Boylece Calegari ve Geraghty,
Diophantine denklemlerinden
otomorfik formlara giden, Wiles ve
Taylor’in kurduguna gore ¢ok daha
genis bir koprunin kilavuzunu
ortaya koydu. Yine de ortaya
koyduklar fikirler tamamlanms
bir kopri olusturmaktan uzakt.
Bu koprintin ise yarayabilmesi
i¢cin matematikgilerin 6nce

u¢ bliytik sanyt ispatlamast
gerekecekti. Calegari bu durumu
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suna benzetiyor: Geraghty’yle
yazdiklart makale ddeta birilerinin
bir uzay aracy, roket yakitt ve uzay
giysisi Uretivermesi kosuluyla Ay’a
nasil gidilecegini tarif ediyordu!
Calegari’ye gore bu 1i¢ sant onlarin
boyunu astyordu.

Calegari ve Geraghty’nin

yontemi 6zellikle de diger yonde,
otomorfik formlardan Diophantine
denklemleri tarafina, halihazirda
bir kdpru olmasin gerektiriyordu.
Bu kopriniin de sadece otomorfik
formlarn dedil, torsiyon siniflarint
da tastyabilmesi gerekiyordu. Su
anda Stanford Universitesinde
gorev yapan Taylor bu konuda
soyle diyor: “Calegari ve Geraghty
programlarint ilk a¢ikladiklarinda
pek ¢ok insan bunun Uimitsiz bir
problem oldugunu disundi.”

Ne var ki Calegari ve Geraghty’nin
makalelerinin ¢evrimici olarak
yayinlanmasinin uzerinden

bir yul bile ge¢gmeden, Bonn
Universitesinde gérev yapan ve
daha sonra matematik alanindaki

en prestijli 6diillerden biri olan
Fields Madalyast’nt kazanan Peter
Scholze, katsayilari, 6rnedin 3+2i ya
da 4- V51 gibi basit karmastk sayilar
olan eliptik egrilerin durumunda
torsiyon siniflarindan Diophantine
denklemlerinin tarafina nasil
gidilecedini ¢Ozerek Calegari ve
Geraghty’nin planindaki ilk ve

en 6nemli sanyt ispatladt. Taylor,
Scholze’nin pek ¢ok heyecan verici
sey yaptigint ancak bunun belki

de Scholze’nin en buytiik basarist
oldugunu dustntyor.

Scholze, Calegari ve Geraghty’nin ¢
sanisindan ilkini ispatladiktan sonra
Imperial College London’dan Ana
Caraiani ile ortak yazdigt makalesi
de ikinci sanwyt ispatlamaya
yaklasmisti. Bu makalelerde
Scholze’nin koprisiniin dogru
Ozellikleri tasidigt da gosterilmisti.

Peter Scholze 2018’de, kismen Langlands
koprisiinde genisleme saglayan
calismalarindan dolayi blytk bir prestije
sahip olan Fields Madalyasrni kazandi.



2016’nin sonbaharinda Ana Caraiani ve Richard Taylor ileri Arastirmalar Enstitiisiinde “gizli”
bir calistay dlizenledi. Calistayda iki Gnemli problem hizla ¢6ziild{i ve sonugta 10 yazarli 6nemli
bir makale ortaya ¢ikti. Caraiani 2020 yilinda, bu alandaki calismalari nedeniyle, 35 yas alti

Avrupali matematikgilere verilen ¢ok prestijli bir 6dl olan Avrupa Matematik Dernegi (European

Mathematical Society) 6dullin( almaya hak kazandi.

Artik programin erisilebilir oldugu
hissi olusmaya baslamistt, bu
yuzden Caraiani ve Taylor daha
fazla ilerleme kaydedebilmek
amaciyla 2016 sonbaharinda
Ileri Arastirmalar Enstitiisiinde,
Calegari’nin “gizli” bir ¢alistay
olarak adlandirdigt bir ¢alisma
toplantist diizenledi. Calegari,
odayt kontrol altinda tuttuklarint
ve baska hi¢ kimseyi iceri
almadiklarint anlatiyor.

Birkag gun stiren agiklayict
konugmalarin ardindan ¢alistay
katilumcilart hem ikinci samyt nastl
¢oztimleyeceklerini hem de t¢iinci
santyla ugrasmak zorunda kalmadan
nastl ilerleyebileceklerini anlamaya
basladi. Katiumcilardan Gee soyle
anlatiyor: “Tim problemleri agik¢a
ortaya koyduktan belki de bir giin
sonra hepsi ¢ozilmusti.”

Katilumcilar haftanin geri

kalanunt ispatin gesitli yonlerini
ayrintilandirarak gegirdi ve takip
eden iki yil icinde bulgularint
sunduklart 10 yazarl (bir sayt
kuramt makalesi i¢in neredeyse hig
duyulmamus bir sayt) bir makale
hazirladilar. Makaleleri temelde,
katsaytlart rasyonel sayilardan,
irrasyonel sayilardan ve karmasik
sayllardan olusan herhangi bir sayt
sisteminden gelen eliptik egriler
icin Langlands koprustni kuruyor.

Gee calistayla ilgili olarak,
“Baslangicta plan bir seylerin
kanitlanmasina ne kadar
yaklastlabilecedini gormekti.
Katihimcilardan herhangi birinin
sonucu ispatlamayt umdugunu
sanmiyorum.” diyor.

Kopriiyii
Genisletmek

Bu esnada, koprinin

eliptik egrilerin de Otesine
genisletilmesiyle ilgili paralel
bir oyki gelisiyordu. Calegari
ve Gee, su an Fransa’daki
Ecole Normale Supérieure de
Lyon’da g0rev yapan George
Boxer ile birlikte Diophantine
denklemindeki en ytuiksek
kuvvetin -hdlihazirda bilinen,
3 ya da 4 oldugu durumu degil
de- 5 ya da 6 oldugu durumu
ele almislardi. Ancak bu Ug
matematik¢i argimanlarinin
Kkilit bir noktasinda takilmastt.

“Gizli” calistaydan hemen
sonraki hafta sonu Ecole
Normale Supérieure’den Vincent
Pilloni tam da bu guigliikten
styrilmanin nastl mimkin
olabilecegini gosteren bir
makale yayimladt. Calegari’nin
anlattigina gore Calegari-
Gee-Boxer Ugliisii hemen

“Su anda her ne yapiyorsak
birakip Pilloni’yle ¢calismamiz
gerekiyor!” fikrinde birlesti.

Kisa sure i¢cinde dort
matematik¢i bu problemi

de ¢0zdu. Ancak fikirlerini
ayrintil sekilde agiklamalart
birkag yil aldi ve calismalarin
sonugclart yaklasik 300 sayfalik
bir yayina donusti. Makaleleri,
10 yazarl diger makaleyle




ileri Arastirmalar Enstitiisiindeki gizli calistaydan kisa bir siire sonra Frank Calegari (solda), Toby
Gee (ortada) ve Vincent Pilloni (sagda); George Boxer ile birlikte calisarak Langlands kopristnt
eliptik egrilerin 6tesine genisletmenin bir yolunu buldular.

birlikte, dort giin arayla 2018’in
Aralik sonunda ¢evrimici olarak
yayiumlandt.

Emerton iki makaleyle ilgili
olarak, “Gercgekten devasa isler. Bu
makaleler ve dnctlleri olan yapt
taslart, konuyla ilgili gelinen son
noktayt temsil ediyor” demisti.

Bu iki makale temelde Diofant
denklemleri ve otomorfik formlar
arasindaki gizemli iligskinin yeni
kavramlara da genisledigini
kanitlasa da bir uyart yapmak
gerek: Bu makalelerin iki taraf
arasinda kusursuz bir kopru
kurdugu da sdylenemez. Aslinda
her iki makale de “potansiyel
otomorfi” temelini kuruyor.

Bu su demek: Her bir Diofant
denkleminin kendisine karsilik
gelen bir otomorfik formu var
ancak o otomorfik formun kendi
kitast tizerinde matematikgilerin
umdugu boélgede bulunup
bulunmadigint bilmiyoruz. Ote
yandan, potansiyel otomorfi

pek ¢ok uygulama i¢in yeterli.
Ornegin Diofant denklemlerinin
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modiiler aritmetikteki
¢Ozumlerinin istatistigiyle
ilgili Sato-Tate sanist, 10 yazarl
makalede ortaya konan

yeni yaklasum sayesinde
Oncesine gore ¢ok daha genis
baglamlarda kanitlanabildi.

Dahast matematikgiler
simdiden bu potansiyel
otomorfi sonuglarint nasil
gelistirebileceklerini ¢6zmeye
baslad bile. Ornegin, 2019’un
Ekim ayinda ti¢ matematikgi;
University of Illinois, Urbana-
Champaign’den Patrick Allen,
University of California, Los
Angeles’tan Chandrashekhar
Khare ve Cambridge
Universitesinden Jack Thorne,
10 yazarli makalede incelenen
eliptik egrilerin 6nemli bir
kisminin gergekten tam

da tahmin edilen yerlerde
ayaklart olan kopriilere sahip
oldugunu ispatladt.

Bu diizeyde hassasiyete
sahip kopriler sonunda
matematikgilerin, Fermat'nin

son teoreminin yuz yasunt
deviren bir genellemesi de dahil
olmak tzere bir sturu yeni
teoremi ispatlamasina imkan
tantyabilir. Fermat’nin son
teoremine iliskin s6z konusu
genelleme, teoremin kalbindeki
denklemin, x, y ve z sadece tam
sayllardan geldiginde dedgil,
tam saytlar ile hayali say1 i’nin
kombinasyonlarindan olustugu
zaman da ¢0zuimsuz kalmaya
devam ettigi kestiriminde
bulunuyor.

Yazimiza konu olan yeni
makaleler daha 6ncesine
gore Langlands kitalarinin
¢ok daha genis bolgelerini
baglyor olsa da bu kitalarda
hala kesfedilmemis ugsuz
bucaksiz bolgeler var. Diofant
denklemleri tarafinda, daha
buyuk dereceli ya da daha



fazla degiskene sahip denklemler
var. Dider tarafta ise simdiye
kadar incelenmis olanlardan
daha karmasik simetrik uzaylarda
yasayan otomorfik formlar var.

Emerton, “Bu makaleler su anda
basarinin doruk noktast gibi
gorunuyor. Fakat giin gelecek
geriye bakildiginda upuzun bir
yolda atilmis birkag basit adum gibi
gorunecekler” diyor.

Langlands’in kendisi otomorfik
formlar tizerinde distintrken
torsiyonu hi¢ hesaba katmamustt.
Dolaytstyla matematikgileri
bekleyen zorluklardan biri bu farkl
¢gizgileri birlestiren bir bakis agist
bulmak. Taylor ise bu konuda, “Isin
kapsamt genisliyor. Langlands’in
ortaya koydugu rotadan kismen
¢iktik ve nereye gittigimizi pek de
bilmiyoruz?” diyor. B

Robert P. Langlands

ABD ve Kanada vatandasi olan Robert P Langlands, genis bir yelpazede
onemli uygulamalari olan sasirtici matematiksel baglantilar kesfetmesi
dolayisiyla 2018 yilinda matematikgilere verilen en saygin édiillerden
biri olan Abel Odiili’nii kazandi. Langlands’in “matematigin biiyiik
birlesik kurami” olarak da nitelenen tahminleri, sayilar kurami ve
harmonik analiz alanlari arasindaki baglantiyi cok genel bir cerceve
icine oturtuyordu. Langlands’in fikirleri o kadar kokten ve zengindi
ki sayilar kurami ve harmonik analiz arasindaki iletisimi kurmak igin
Onerdigi mekanizmalar, sonunda Langlands programi adi verilen
bliytik bir projeye dontistii. S6z konusu baglantilari saglayan “kopri”
de Langlands koprisu olarak anilmaya basladi. Programa son elli yilin
en iyi matematikgilerinden ytizlercesi dahil oldu. Modern matematikte
baska higbir proje bu kadar genis kapsamli olmadi, bu kadar 6nemli
sonuglar ortaya koymadi ve bu kadar ¢ok insanin katkisini icermedi.
Baska arastirmacilar programin kapsamini daha da genisleten pek ¢ok
calisma yapti. Hatta ¢ arastirmaci “bliytk resmin” kiigtik parcalarini
dogruladiklari igin Fields Madalyasi kazandi. Programin ortaya
koydugu baglantilarin kapsami o kadar genis ki bu duruma bazen
Langlands bile sasiriyor.

Langlands programi bir bakima arastirmacilarin matematik
problemlerini bir alandan baska bir alana aktarabilmesini sagladi.
Boylece 6rnegin bir alanda ¢6ziims(iz goriinen bir problem diger

alanda ¢oztlebiliyordu. Bu yazida konu edilen kilometre tasi

niteligindeki gelismeler de Langlands programi kapsamindaki
calismalar sonucunda elde edildi.

Robert P. Langlands 1936’da British Columbia’daki (Kanada) New
Westminster’da dogdu. British Columbia Universitesinde 1957’de
lisansini, 1958’de yulksek lisansini tamamladiktan sonra 1960’ta Yale
Universitesinden doktorasini aldi. Orta Dogu Teknik Universitesi
(ODTU), Princeton ve Yale iiniversitelerinde égretim (yeligi yapan
Langlands, halen Princeton Universitesindeki ileri Arastirmalar
Enstitlistinde, bir zamanlar Einstein’in kullandigi bir ofiste profesorlik
gorevini strdlrayor.

1967-1968’de ODTU’de Cahit Arf ile ofis komsusu olan Langlands;

Tirkge, Almanca ve Rusca biliyor. 2004’te Arf Dersleri kapsaminda
ODTU’de, 2009’da Yildiz Teknik Universitesinde, 2011°de de Galatasaray
Universitesinde verdigi dersleri Turkge islemisti. Langlands en son 2018

yilinda Turk Matematik Derneginin daveti lizerine Tosun Terzioglu

anisina dizenlenen konusma dizilerinden Ggtinclsiini vermek tizere
istanbul’a gelmisti. Tiirkce konustugu bu etkinligin kaydina Tiirk
Matematik Derneginin web sayfasindan erismek mamkdan.
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