Matematik Havuzu IR

SERBEST STiL: BELIRSIZLiGIN OLCULMESIi (ENTROPI)

Aralarindan bir tanesi digerlerinden daha agir, geri kalanlari ayni
agirlhkta top arasindan agir topu bulmaya calistigimizi dustinelim. 9
toptan herhangi biri agir olabilecedi icin, sistem 9 farkli durumdan
olusan bir belirsizlik igerir.

Simdi de birbirinden farkli kosu hizlarina sahip 9 yaris atinin si-
ralamasini belirlemek istedigimizi dustinelim. Burada atlarin farkh
hizlara sahip olmalarinin yani sira siralamanin da sabit oldugunu,
yaristan yarisa degismedigini kabul ediyoruz. Atlar 9! farkl sekilde
siralanabilecedi icin bu sistem 9! = 362.880 farkli durumdan olusan
bir belirsizlige sahiptir.

Yukarida s6zl gegen sistemlerden ikincisinin
belirsizliginin birincinin belirsizliginden daha
biyiik oldugunu agikca gorebiliyoruz.

Sistemlerin belirsizligi, taginan bilgi (enfor-
masyon) miktari, bilginin verimli islenmesi, ak-
tarilmasi, 6zetlenmesi, sikistiriimasi, saklanmasi
gibi konulari ele alan bilim dali enformasyon
kuramidir ve kurucusunun C. E. Shannon oldugu
kabul edilir. Enformasyon kuraminda sistemlerin
belirsizligi icin bir 6l¢ tanimlanir. Entropi adi ve-
rilen bu 6l¢u, her biri esit olasiliga sahip n farkh
durumdan olusan bir sistem icin log n degerine esittir. Tanimda ge-
¢en logaritma, herhangi bir tabanda kabul edilebilir. Secilen tabanin
bir 5nemi olmadigi uygulamalarda anlasilacaktir.

Baslarken tanimladigimiz sistemlere geri donecek olursak, top-
lardan olusan sistemdeki entropinin log 9, atlardan olusan sistem-
deki entropinin de log 9! oldugunu goriirtz.

Bundan sonra, belirsizligi gidermek icin kullandigimiz bilgi edin-
me ydntemi 6n plana cikiyor. Ornegin toplarin konu edildigi prob-
lemde, elimizde iki kefeli bir terazi oldugunu, kefelerden her birine
istedigimiz kadar top koyabildigimizi ve agirlik 6lcmek icin toplar-

dan baska bir nesne olmadigini kabul edelim. Her tarti isleminde
muhtemel ¢ durumdan birini (kefelerdeki agirliklar A ve B olmak
Uzere , A>B, A<Bveya A=B) belirlemis oluruz. Bir baska deyisle A ve
B agirliklar icin G¢ muhtemel durum iceren sistemin belirsizligi gi-
derildigi icin, her tarti isleminde en fazla log 3 6dlcuistinde belirsizlik
ortadan kalkmis olur. O halde, bu yontemle agir topu bulabilmek
icin yapacagimiz tartma islemlerinin sayisi en az :Zgg
olmalidir. Burada buldugumuz sayinin, tarti islemlerinin sayisi icin
bir alt sinir olduguna dikkat etmek gereklidir. Enformasyon kurami,
bu alt sinira esit sayida tartma islemi ile sonucu
elde etmeyi garanti etmez. Uygun bir strate-
ji takip ederek bu alt sinira esit veya mimkiin
oldugunca yakin sonuglar yakalamak bir baska
problemdir. Buradaki problem icin 6zel olarak
belirtelim ki, agir top gercekten de tam 2 tartma
islemi ile belirlenebilir.

Atlarin siralamasina gelince, her seferinde iki
ati yaristirabiliyorsak, her denemede belirsizlik
en fazla log 2 6l¢ustinde azalacaktir. Sonug ola-
rak, ',2292! = 18,47... oldugundan, her seferinde
iki at yanistirarak 9 atin dizilisini belirleyebilmek
icin kullanilacak en iyi stratejide en az 19 ikili yars yapilacagi anlasil-
maktadir. Bir baska deyisle, 19 ikili karsilastirma ile siralama yapmayi
garanti eden bir strateji bulabilirsek, daha iyisinin bulunmayacagin-
dan emin olabiliriz. 21 karsilastirma ile atlarin siralanmasini garanti
eden bir ydontem oldugu bilinmektedir. 20 (veya 19) karsilastirma ile
siralama yapmayi saglayan bir yontem bulabilir misiniz?

Konu hakkinda daha fazla bilgi edinmek isteyen okurlarimiz
ihtimaliyet ve informasyon (A. M. Yaglom ve I. M. Yaglom, Tiirk Ma-
tematik Dernedi Yayinlari, Istanbul, 1966) adli kitabi Tiirk Matematik
Dernegi'nden temin edebilir.

=log,9=2

thinkstock

thinkstock

Aralarindan bir tanesi digerlerinden daha farkli (daha az veya
daha fazla) agirliga sahip, geri kalani esit agirlikta n tane top veriliyor.
iki kefeli terazi kullanilarak agir topun bulunabilmesi icin en az kag
kez tarti islemi uygulanacagini hesaplayalim.

Bu problemin 9 topu konu edinen 6rnegimizden ayrildigi nokta,
farkli olan topun daha agir mi yoksa daha hafif mi oldugunu bilme-
memizdir. Bu durumda agirhgdi farkli olan top, n toptan herhangi biri
olabilir (n durum) ve bu top agir veya hafif olabilir (2 durum). Toplam
2n farkh durum s6z konusu oldugundan, sistemin entropisi log 2n
olacaktir. Her tarti isleminde belirsizlik en fazla log 3 azaldigindan

log2n
yapilacak tarti sayisi en az o3 olarak hesaplanir.

log18 _
loa3 —

Ornek olarak, 9 top varsa,
gerekecektir.

12 top igin ise 'f’j’%= 2,89.. oldugundan, gereken en az tarti sa-
yisi yine 3 olarak bulunur. 12 top icin gercekten de 3 kez tarti kullani-
larak agirligi farkli topun bulunmasini garanti eden bir ydontem vardir.
Bu yontemi bulabilir misiniz?

13 top icin de '&%236 =2,9%.. oldugundan en az 3 tarti islemi gere-
kir. Ote yandan 13 top icin tartiyi tam (i¢ kez kullanarak agirhgi farkl
olan topun bulunmasini garanti edecek bir strateji bulunamayacagdi
daha detayl bir inceleme ile ispatlanabilir.

2,63.. oldugundan, en az li¢ tarti
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USTA KAPTANLAR

Claude Elwood Shannon

Amerikali matematikgi, elektronik mihen-
disi ve sifreleme uzmani C. E. Shannon 30
Nisan 1916-24 Subat 2001 tarihleri arasinda
yasadi. 1937'de 21 yasinda iken Massachu-
setts Institute of Technology'de (MIT) yiik-
sek lisans tezi olarak yazdigi “Réle ve Anah-
tarlama Devrelerinin Sembolik Analizleri” adli
calismasinda elektromanyetik rélelerin Bo-
ole cebiri kullanarak basitlestirilebilecegini
gosterdi. Bu sayede glinimizde kullanilan
dijital bilgisayarlarin yapi tasi olan elektrik

anahtarlarinin kullanilmasinin temelini atti.
Bu calismasi tim zamanlarin en iyi tezi ola-
rak anilir. 1948'de yayimladigi “lletisimin Ma-
tematiksel Kurami” adli makalesinden dolayi
enformasyon kuraminin kurucusu olarak
bilinir. Il. Dlinya Savasi sirasinda sifre ¢c6ziim-
leri konusunda yaptigi calismalar guvenli
iletisim konusunun gelisimine buyuk katki
saglamistir. Yaptigi calismalar devre tasari-
mi, bilgisayar tasarimi, iletisim teknolojisi,
biyoloji, psikoloji ve dil bilim konularinda
genis uygulama alani bulmustur.
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TEMEL'iN TAKASI
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Gegen ay, 50 sorudan olusan ve 5 sece-
nekli coktan se¢meli bir sinavin sorularini
yazi tura ile cevaplamaya calisan Temel'in
macerasina yer vermistik.

Dogru cevap bes secenek arasina gizlen-
diginden, her soru icin Temel'in en az li¢ kez
yazi tura atmasi gerekir. Bu durumda Temel,
sekiz farkli durumdan biriyle karsilasabilir:
(YYY, YYT, YTY, YTT, TYY, TYT, TTY, TTT). Uc
kez atilan yazi turaya bir “deneme” diyelim.

Her denemede ortaya ¢ikan sekiz olasi du-
rumdan besini, isaretleyecegi secenegdi be-
lirlemek icin kullanir; diger Gcuinli gegersiz
durum sayar ve denemeyi tekrar eder veya
o soruyu bos birakir. Her sekiz denemeden
besinin gecerli sayilacagini kabul edebiliriz.
O halde, 50 sorunun tamaminin isaretlen-
mesi i¢in 80 deneme yapilmasi gerektigi
anlasilir ki bu da 240 kez yazi tura atilmasi
anlamini tasir.

Temel biraz daha ileri bir ydntem kullan-
mak istediginde, sorulari licer tcer gruplaya-
rak cevaplandirabilir. S6yle ki, ti¢ sorunun
dogru cevaplari icin olasi bilesik durumlarin
sayisi 5° tur. Yedi kez yazi tura atildiginda ise
27=128 farkli Y-T dizilisi elde edilir. Dizilisler-
den Uglinl gecersiz kabul ederek, her seferin-
de 7 kez yazi-tura ile Ug soruyu cevaplandir-
mis olur. Gegersiz sonugla karsilasma olasiligi
ihmal edilebilecek kadar kiiciik ( 73g = 0.023)
oldugu icin hesaba katmiyoruz. Sonug ola-
rak, 48 soruicin %2 x7=112 ve son iki soru
icin de 5 kez olmak tizere, toplam 117 kez ya-
zI-tura atarak tlim testi cevaplandirabilir.

Acaba Temel, daha az sayida yazi tura
atarak sinavi tamamlayabilir miydi? Bunu
cevaplandirabilmek icin Temel'in karsilas-
tig1 sistemin entropisini hesaplayalim. Her
soru icin 5 secenek oldugundan, tiim soru-
lar bir arada ele alindiginda 5°° esit olasilikh
durum oldugu gordlir. Sistemin entropisi
log 5°° = 50 log 5 dir. Her yaz tura atisi be-
lirsizligi en fazla log 2 kadar azalttigindan,

atilacak yazi tura sayis 5?()'3?:116,09... ‘dan

az olamaz. Yani Temel'in ikinci yonteminde
oldugundan daha az sayida yazi tura atarak
tlim sorular cevaplandirilamaz.

is cevaplan kontrol etmeye geldiginde
ne olur? Saglama icin farkl yontemler izle-
nebilir. Temel'in su sekilde hareket ettigini
dustnelim. Birinci sinamada tim sorular
icin yine 117 kez yaz tura atarak ikinci kez
belirleme yapar ve ilk seferindeki ile ayni
sonucu buldugu sorulari kesinlestirir; diger-
leri icin yeni bastan cevaplandirma/sagla-
ma yoluna gider. ilk turda yaklasik 10 soru
kesinlesmis olur. ikinci turda geri kalan 40
soru icin cevaplandirma/saglama amaci ile
93+93=186 kez yazi tura atilir. Benzer sekil-
de Uglncl turda 74+74=148 kez yazi tura
atilir. Bu sekilde devam edildiginde toplam
olarak 1160 yazi turayla sinav tamamlanir.
Bu durumda ilk cevaplama asamasinda
117 kez, saglama icin de 1043 kez yazi tura
atilmis olur. Gecen siirenin iki saat oldu-
gunu g6z oniinde bulundurdugumuzda,
Temel'in bir kez yazi tura atmak icin en fazla
6,2 saniye harcadigini goririz. Sinav stresi-
nin yaklasik 12 dakikasi cevaplandirma icin,
1 saat 48 dakikasi saglama icin kullaniimis
olur. Sonugta Temel'in “Cevaplandirmam
coktan bitti, simdi saglama yapiyorum” der-
ken hakli oldugu anlasilir.
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ZEHIRLi HAVUZ

Bir sehirde 1000 tane ylizme havuzu
bulunmaktadir. Bu havuzlardan birinin su-
yuna yanlislikla sagliga zararli bir kimyasal
madde karismistir. Diger havuzlar temizdir.
Sudaki kimyasal orani cok diisiik olsa bile
sonuca ulasabilen bir test yardimi ile kirlen-
mis havuzu bulmak istiyoruz. En az kag test
yaparak bu havuzu belirleyebiliriz?

Havuzlari her biri 500 havuzluk iki gruba
ayirnp gruplardan birini secelim. Sectigimiz
gruptaki tim havuzlardan aldigimiz birer
damla suyu karistirip test edersek, kirli ha-
vuzun hangi grupta yer aldigini belirlemis
oluruz. Sonra bu gruptaki havuzlari da sayica
esit iki gruba ayirip benzer sekilde testi ikinci
kez uygulayalim. Bu yontemle devam ederek
tam 10 test ile kirlenmis havuzu bulabiliriz.

Problemi biraz genellestirelim. Bir degil
de iki havuzun suyuna kimyasal madde
karistigi biliniyorsa bu iki havuzu belirleye-
bilmek icin en az kag test yaparak sonuca
gidebiliriz?

HAVUZ YAPIMI

Bir havuz insaatinda, giinliik 10.000 lira
bltceyle 100 kisi calistirilacaktir. Ustalarin
glindeligi 500 lira, kalfalarin giindeligi 100
lira, ciraklarin giindeligi 5 liradir. insaatta
cahisacak toplam usta, kalfa ve cirak sayilari
ne olur?

SiHIRLIi YILDIZ

1'den 10a kadar sayilarin her birini birer
defa kullanarak yandaki yildiza yerlestir-
mek istiyoruz. Sayilari, ayni dogru uzerin-
deki dort sayinin toplami hep ayni olacak
sekilde yerlestirmek mimkin midur?

Ayni oyunu {1, 2, 3, ..., 12} kimesinden
10 farkli say1 secerek oynayalim. Yukaridaki
durumdan farkl olarak, sizce bu durumda
saylilari istenildigi gibi yerlestirmek mim-
kiin midur?

OLiMPIK HAVUZ

thinkstock

ZEHIRLI VARIL

Kusatilmis bir kaledeki, hepsi agzina ka-
dar suyla dolu 240 varilden birine ¢cok kuv-
vetli bir zehir atilmigtir. Bir damlasi bile bir
kisiyi guinlerce hasta eden bu zehirin etkisi
12 saat icinde goriilmektedir. 24 saat icinde 5
gonlli ile zehirli olan varil belirlenebilir mi?

CEMBERDE ACI

k, ve k, cemberleri iki farkli A ve B nokta-
larinda kesisiyor. iki cemberin ortak tegeti
t, k, ve k, 'ye sirasiyla M ve N noktalarinda
tegettir. [MN|=2|MA| ve tile MA dogrusu dik
olduguna gore, NMB agisi kag derecedir?
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GECEN AYIN COZUMLERI

Siitlii Kahve

ilk sorunun ¢6ziimiinde kasigin bilyiikligiiniin bir 5ne-
mi olmadigini gozlemlemistik. Burada damlanin buy(ik-
[Ggintn 6nemli oldugunu sdyle gorebiliriz: Eger fincanin
tamamini bir kerede bosaltacak bir “damla” alirsak, istenen
oran 1/2 olur. Eger fincanin yarisini bosaltacak bir “damla”
alirsak oran 2/3 olur. Peki, damla ¢ok kii¢lik oldugunda ne
olur? Kahve fincanindan alinan bir damlanin fincanin hac-
mine orani 1/n ise, kahve fincani yaklasik olarak n defada
bosalacaktr. ilk adimda st fincanindaki siit orani n/(n+1)
olacaktir ve n adim sonra ise [n/(n+1)]" olacaktir. n biyu-
diikge bu sayi 1/e = 0,367 sayisina yaklasr.

Maksimum Carpim

N < 5icin durumlar kolayca incelenir. Diger durumlarda
maksimum ¢arpim olabilmesi icin 1 kullanilmamaldir ve 4
ve 4'ten blyuk sayilar olmamalidir. E§er carpimda k=4 sa-
yisi varsa bu saylyl k=(k-2)+2 ile degistirerek carpimi daha
blyik yapabiliriz. Sonug olarak, maksimum carpim elde
etmek icin sadece 2 ve 3 kullanilmalidir. ikiden fazla 2 varsa
2+2+2 yerine 343 yazip ¢arpim buyutilebilir. Maksimum
carpim, mimkiin oldugunca ¢ok sayida 3 ve bir veya iki 2
kullanilarak elde edilir.

Bayramlagma

El sikisma sayilar 0, 1, ..., 8 oldugundan; (n) ile n kisiyle
el sikisan kisiyi gosterelim. (8)in esi kac kisiyle el sikismis-
tir? Hig kimseyle. Neden? (8) ve (8)'in el sikistigi insanlar, esi
disindaki herkesi olusturuyor. Geriye sadece (0) kaliyor. Do-
layisiyla (8) ve (0) eslerdir. Benzer sekilde (7)nin esinin (1)
oldugu gorilur. Bu mantikla diger ciftlerin (6)-(2) ve (5)-(3)
oldugu bulunur. Geriye sadece (4) kalir, dolayisiyla esim 4
kisiyle el sikismistir.

Sihirli Matris

Sihirli matrisi olusturmak hayli basit bir fikre dayanir.
Matrisin ilk satirinin tizerine ve ilk situnun sol yanina rast-
gele sayilar yazin. Bu sayilara sihirli matrisin Gretecleri diye-
lim. Matristeki her say1 karsilik gelen iki tretecin toplamidir.
Daire icine alinan her sayl tam olarak bir treteg ikilisinin
toplamidir. Dolayisiyla elde ettigimiz toplam Greteclerin
toplamidir. Sorumuzdaki 1. sekildeki toplam 34, 2. sekildeki
ise 24'tlir. Siz de kendi sihirli matrisinizi olusturabilirsiniz.

1 2 3 4
0 1 2 3 4
4 5 6 7 8
8 9 10 11 12
12 13 15 16
Dortgende Aci

A, B, C, D cembersel oldugu icin m(AOD)/2 = m(ABD) =
m(ACD); A, B, B, Q cembersel oldugu icin m(ABD) = m(ABP) =
m(AQP); C, D, P, Q cembersel oldugu icin m(ACD) = m(PCD) =
m(PQD) elde edilir. Simdi m(AQD) yi hesaplayalim: m(AQD)
= m(AQP) + m(PQD) = m(ABD) + m(ACD) = m(AOD)/2 +
m(AOD)/2 = m(AOD).

Yani A, O, Q D noktalarn da ¢emberseldir ve buradan
m(OQA) = m(ODA) elde edilir. Son olarak OAD (i¢geninin
ikizkenar oldugunu da kullanarak m(OQP)'yi hesaplayalim:
m(OQP) = m(OQA) + m(AQP) = m(ODA) + m(AOD)/2 = 90°.

Solo Test

n=1 icin oyunun bittigi aciktir. n=2 icin sekildeki gibi oy-
nanirsa oyun sona erer.
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3xT1'lik bir dikdértgenin sol altindaki ve sol Gstlindeki
karelerden birisi dolu digeri bossa dikdértgendeki tim tas-
lar sekilde gosterildigi gibi tahtadan kaldirilabilir.
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Sekildeki gibi oynayarak sag Ustten baslayarak (n+3)
x(n+3)'lik bir kare nxn'lik bir kareye donustirilebilir. Yani 3
ile bolinmeyen tiim n degerleri icin oyun sona erer.

: nxn

Simdi n=3k durumunda oyunun hig bir zaman bitme-
yecegini gosterelim. Taslarin bulundugu koordinatlarin x
ve y degerlerini toplayalim ve bu sayinin 3 ile bélimin-
den kalana gore taslan siniflandiralim. Mesela (2,4) koor-
dinatlanindaki tag A, kiimesinin, (6,1) koordinatlarindaki
tas A, kimesinin, (4,4) koordinatlarindaki tas A, kimesinin
elemanidir. Her hamlede iki kiimedeki eleman sayisi bir
azalirken Uglincli kiimedeki eleman sayisi bir artmaktadir.
Baslangicta her kiimede 3k? eleman oldugu icin yapilan
her hamle sonunda kiimelerin ya hepsi tek ya da hepsi ¢ift
sayida eleman icerir. Ancak oyunun bitmesi icin kiimelerin
bir tanesinde 1 diger ikisinde 0 eleman bulunmalidir. Yani
n=3k durumunda oyun hig bir zaman bitmez.
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