AGACLAR, TELEFONLAR VE KIREMITLER

Bir telefon firmast ilceden ilceye en ekonomik sekilde nasil kablo déseyebilir?
Matematikgilerin basit bir yamt: var; fakat bu yaniin dogrulugunu géstermek oldukca
karmasiktir,

lan STEWART

ttgesi kisith olan yeni bir firma, ingiltere'de

Loughborough, Stroke-on Trent ve Rotherham
kasabalan arasinda kablo dogemeyi Ustlenmistir. An-
cak firmanin iki tecribell menejeri Miles Spanning
ve Heratio Steiner, bunun nasil yapilacadi konusun-
da anlasamiyorlar. iki nokta arasinda en kisa yolun
diz hat olmasi nedeniyle Spanning, yapilabilecek
en lyi seyin, ligelerden birinin secilip digerlerine diz
hat tizerinden baglanmasi oldugunu savunuyor. ilk
kasabanin segimi, aralarindaki gergek uzakliklara
bagl ve oldukga basittir, Ug kasabarin olusturdugu
tggenin en uzun kenan iptal edilip, diger iki kenar
boyunca kablo dosenir. Steiner bunlari anlamistir fa-
kat, sebekeye bir kasaba daha eklenmesi halinde
daha az kablo kullanilacagint disiinmektedir. Fakat
nasil olur, sebekeye bir kasaba daha eklenmesi da-
ha fazla kablo kullanilmasini gerektirmez mi? Belki
bu durum dérdincii kasabanin yerine baglidir. Dér-
dincl kasabanin varligi halinde désenecek kablo-
dan gergekten kar edilebilir mi? Edilirse, ne kadar
kar edilir?
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S6z konusu ¢ kasaba, birbirinden 75 km uzak-
tadir. Yani kenarlari 75'er km olan eskenar iicgenin
koselerinde bulunurlar. Bu durumda Spanning'in gé-
rugline gore baslangic olarak hangi kasaba segilir-
se secilsin baglanti sebekesi igin 150 km'lik kablo
kullanilacaktir, Ug kasabanin olusturdugu eskenar
dcgenin tam ortasinda Middleton kasabasi vardir.
Middleton diger kasabalardan asadi yukari 44'er km
uzakliktadir. Steiner'e gore, sebekenin merkezi bu
4. kasaba secilip buradan diger kasabalara baglan-
b yapilirsa, 3x44 =132 km'lik kablo kullaniimis ola-
cak. Dolayisi ile kablodan 18 km. yani % 12 kar edi-
lecektir.

llging degil mi? Pratikte yerlesim merkezleri sa-
yisi ve diizeni ne olursa olsun bu yontem uygulana-
rak, yerlesim merkezleri arasina kablo désenmesin-
de hem malzemeden hem de emekten énemli kar-
lar saglanmaktadir. Bell Laboratuvarlarinda ¢alisan
Egar Gilbert ve Henry Pollak, 1968 yilinda, bu ydn-
temle malzemede elde edilebilecek maksimum ka-
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rin % 13,34 olacagini agikladilar. Bu bulgu, "Stei-
ner oran bulgusu’ olarak bilinmektedir.

23 senelik gayretli bir calismadan sonra Prince-
ton Universitesi'nden Ding Zhu Du ve Bell Labora-
tuvarlarindan Frank Hwang, teorinin dogru oldugu-
nu kanitladilar. Matematiksel formulasyonunda bag-
lanacak ilgeler, bir dizlemdeki noktalar ve onlar bag-
layan kablolar dogru cizgiler olarak temsil edilmis-
lerdir, Kablo baglantilaninin, higbir digumi olmayan
bir sebeke olusturmak zorunda oldugu agiktir. Bas-
ka bir yoldan zaten birlestiriimis olan Ilgeleri yeni-
den birlestirmek anlamina gelen digumler, sadece
kablo israfina yolacarlar.

Eger yeni ilgeler icerilmiyorsa, bdyle bir sebeke
“Spanning agaci” olarak adlandirilir. Secmek igin
birgok “*Spanning agac" vardir; ama prensipte hepsi
listelenip hangisinin en kisa oldugu goriilebilir. Or-
nedin dort tane lice oldugunu farzedin: Aylesbury,
Brighton, Clacton ve Dogenham. Sekil 2, mimkin
olan baz “spanning agaglarn’' m ve uzuniukiarin gos-
termektedir. En kisa olani Dogenham'i merkez alip,
bundan diger (¢ ilgeye ayri ayri baglanti olusturu-
landir. Diger taraftan eger ilgeler, hemen hemen dog-
ru bir cizgiye yerlesmis olan Ashburton, Bristol, Chel-
tenham ve Daventry ise, en kisa “‘Spanning agac!’'
onlari o dogrultuda birlestiren baglantidir ve higbir
merkez noktasina sahip degildir.

Baglantilarin yerlesim merkezleri disinda olus-
turulmasina izin verilirse, problem daha da 6nem ka-
zanir. Omegin, baslangig drmegimizdeki Rotherham,
Loughborough ve Stroke-on Trent gibi eskenar Ug-
genin kdselerinde Ug ilge varsa, en kisa sebeke tum
tglin tegenin merkezinde Middleton'da veya Midd-
leton diginda, ondan fazla uzakta olmayan agik ara-
zide bir yerde birlestiren sebekedir. Béyle sebeke-
lerin en kisalari da bir ag olusturur olmaldir. Bu ag-
lar, "Steiner agaci'' olarak adlandirilir. Genelde bir
“*Steiner agac!'’, kenarlari ya orijinal iicelerde ya da
cizgiler arasindaki agilan 120 derece olacak sekil-
de yeni ligelerde bulusan bir agactir. Orijinal kasa-
balarn baglayan ve mimkin olan kasabalari da ige-
ren en kisa agag, her zaman bir Steiner agacidir;
bundan dolayi en kisa agag araylisi Steiner agacla-
riyla simirlandiriiabilir. Ancak genelde farkli uzunluk-
larda birgok Steiner agaci bulunmaktadir.

Ugten fazla ilgeyi birlestirmede Steinér agaci kul-
lanma problemi, ciddi olarak Ik kez Milos Kossler
ve Vojitech Jarnik taratindan 1934'te arastinimisti.
Herhangi bir drnekte en kisa Steiner agacini bulmak,
en kisa birlestirme agacini bulmaktan ¢ok daha ka-
nsik bir hesaplama gerektirmektedir. Glinku birgok
yeni Steiner noktalarinin hesaba katiimasi gerekmek-
tedir. Ornegin, Sekil 4'teki gibi iki bitisik karenin ko-
selerine yerlesmis alti tane ilge oldugunu varsayin,
Mimkun bir Steiner aaci, Sekil 4a'da gdsterilmis-
tir: Bu problemin énce 4 ilgeden olusan bir kare igin
¢bzullp, sonra kalan ikisinin Steiner noktalan disu-
nilerek digerlerine baglanmasiyla bulunmustur. Bu-
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Bir ilge eklenmesiyle
kablo tasarrufu (sag-
da). Noktah sebeke
150 km wzunlugun-
da, koyu ¢izgiyle
gaosterilen sadece 132
km (vanda).

i

Sinke-or- Trent

Dért Ingiliz ilgesi
igin 16 olasi Span-
ning agacimn dordii (agagida). En altia sagdaki tiim
16'mmn icinde en kisa olani

na ragmen en kisa Steiner agaci, Sekil 4b'de gos-
terilmis olandir, Mimkiin olan en kisa Steiner aga-
cinl parga parca duslnerek olusturamazsiniz.

Canl organizmalarin genetik materyali, gelisme
bilgilerinin kodlandigl adenin, timin, sitozin ve gua-
nin dizilerinin olusturdugu DNA'dir. Bu planda ge-
netik bilgiler AATTCGCTCA... gibi uzun dizilerle be-
lirlenir. Steiner agagclar uygulamasinda “ilgeler’’ de-
gisik organizmalardaki DNA dizileridir ve “‘uzaklik"
farkll diziler arasinda bir benzerlik dlgtsiidur. Stei-
ner noktalar 'en olasi ortak atalar'” a karsi gelir. Bu
ortak atalarin varolmus olabilecedi konusunda bir ga-
ranti olmasa da yonterm DNA molekdlintn nasil de-
gismis olabilecedi ve organizmalarin genetik olarak
nasil birbiriyle iliskili olduklar hakkinda ilging ipug-
lan vermektedir.

DAHA KISA DEVRELER GUNDEMDE

Steiner agaclarina benzer olan bazi baska prob-
lemler dogada olusum Icindedir. Ornegin, elektro-
nik devrelerin tasarilarinda baglantilar genellikle dik-
ddrtgen bir izgaraya sadece yatay ve digey olarak
yaylmiglardir. Burada diger uygulamalardaki aym
tirden sorular sorulabilir ve problemin ¢ézumine
benzer yéntemler yardimei olabilir.

Steiner oranti bulgusu, benzer bitin sebekeler
igin ekonomik yénden onemlidir; ¢iinkl en kisa bir-
lestirme agacini bulmak en kisa Steiner agacini bul-
maktan daha kolaydir ve bizi % 13,34'|0k yanilgry
saptama ¢abasindan kurtarir. Steiner oranti bulgu-
sunun ortaya kondugu laboratuvarlara sahip olan
AT&T'nin bir telefon sirketi olmasi tesadif degildir.
Son zamanlara kadar AT&T sirketi, blrolar arasin-
da baglanti kurmak isteyen misterilerinin istekleri-
ni yerine getirmede birlestirme uzunlugunu uygun
bir yol olarak kullamyordu. Ancak sirketin Steiner
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ABC ii¢geninin
Steiner noktasinn
bulunmas:. Bir
eskenar iicgen
ACX'i giz.

Onun ¢evrel
cemberi, BX'i
Steiner noktas:
P’de keser.

A

noktalarina yerlesmis hayali blrolar gdstererek fa-
turalarda bilyuk karlar yapmis olabilecedinin dis-
nilmesinden endise ediyorlardi. Kuram, bdyle tasar-
ruflan sirket icin fazla rahatsiz edici olmayan %
13,34'lik karla sinirlandiryordu. Prensip olarak
AT&T, kendisini bu endigseden kurtarip bunun yeri-
ne Steiner uzunlugunu kullanabilirdi; ama yapamadi.

lice sayisi gok fazla olsa bile birlestirme uzunlu-
gunu bulmak oldukga basitti. Bulabildiginiz en kisa
baglantiyla bagka kapall imek olusturmayacak se-
kilde kalan baglantilarin en kisasini sebekeye dahil
ederek bu ige tiim ilgeler agaca dahil oluncaya ka-
dar devam edin (Bu algoritma, yanit vermesi garan-
tili olan &zel bir hesaplama iglemidir).

En kisa Steiner agacini bulmak bu kadar kolay
degildir. Bunu sadece mumkin olan ilge dglilerini
alip onlarin Steiner noktalanni bularak sonra da il-
celeri birbirine baglayan, iicelerde ya da Steiner nok-
talarinda kesigen en kisa agaci arayarak yapamaz-
siniz. Ornegin bir kare iginde dért ilce olsun (Sekil
5). lige tclileri igin Steiner noktalari kdselere yakin
alinsin (Sekildeki golgeli yuvarlak ve diger késelere
yakin olan {i¢ nokta). Fakat beyaz noktalarla goste-
rilmis iki yeni ilge kullanan baska bir Steiner agaci
vardir. Beyaz noktalar herhangi (¢ ilcenin Steiner
noktalan degildir. Dahasi beyaz noktalari kullanan
agacin en kisa agac oldugu ispatlanabilir, **Steiner
noktas!" deyiminin anlami ligten fazla ilge igin olduk-
ca karisiktir.

Bu daha kanigik durumda gogu noktalar Steiner
noktalan degildir; ancak hangilerinin hangileri oldu-
guna karar vermek de kolay degil. Diizlemde son-
suz sayida nokta vardir ve sonlu bir algoritma, on-
lari tek tek kontrol edemez. Aslinda béyle algoritma-
lar vardir ve ilki British Columbia Universitesi'nden
Z.A. Melzak tarafindan olugturulmustur. Fakat Mel-
zak'in ydnteml hen(z ilge sayis| ¢ok fazla olmadan
kullanigsiz hale gelir. Bu yéntemin sonradan tasar-
lanan geligmig versiyonlari da daha lyi degildir.

Simdi bu ¢dztmlerin yetersiz olduklarini géste-
ren nedenlerin bulundugunu iyi biliyoruz. Bilgisayar-
larin genigleyen kullanimi sadece algoritmayi degil,
bu algoritmalarin ne kadar yeterli olduklarini da aras-
tiran karmasiklik kurami adinda yeni bir matematik
branginin gelismesine neden olmustur. Herhangi bir
n sayida nesne (burada ilgeler) igeren bir problem
verilse, n blyidikce ‘'¢6ziimii bulma” siiresi ne ka-

M4

dar blylr? Eger ¢bzlim siresi 5 n2 veya 1066n* gi-
bi n'in belli kuvveti ¢arpi bir sabitten daha hizli art-
miyorsa, algoritmanin “‘polinom zamaniyla” calisti-
g1 sdylenir ve problem de “‘kolay’ olarak bilinir. Ge-
nellikle bunun anlami algoritmanin kullanilabilir ol-
masidir. Sabitin degeri oldukga biytikse algoritma
kullanigsiz olabilir. Eger ¢bziim siiresi n’in kuvvet-
lerinin herhangi bir sabitle carpimindan daha hizli
artiyorsa - drnegin 2" veya 100 gibi (istel olarak - po-
linom olmayan ¢bziim siiresine sahip oldugu ve
"“zor" oldugu séylenir, Genellikle bunun anlami al-
goritmanin tamamen kullanissiz olmasidir. **Polinom
zamani’'yla "listel zaman'" arasinda kullanislihigin
daha cok tecriibeye dayall oldugu “oldukca kolay"
veya "‘orta zor"' problemler vardir,

Ornegin n rakamli iki sayly! toplamak en fazla
2n rakamli toplama islemi gerektirir ve gerekli za-
man 2 ile n'in birinci kuvvetinin garpimiyla sinirlan-
migtir. Boyle iki sayinin garpimi ise, n? tane tek ba-
samakli carpma islemi, 2n2 den daha az sayida top-
lama ve basamaklar Gizerinde toplam 3n2 tane islem
gerektirir. Bu nedenle okul cocuklar ne dlsiiniirse
disinsin bu problemler ‘'kolay"dir. Simdi de belli
sayida il arasinda dolasan ve en kisa yolu bulmayi
amaclayan pazarlamact problemini diisiinelim. Eger
n tane il varsa dikkate alinacak yol sayisi n veya
nx(n-1) (n-2)...3 x 2 x 1 seklindedir ve bu sayi n'in
herhangi bir kuvvetinden daha hizli artim gdsterir.
Farkli durumlari tek tek ele almak bu nedenle ise
yaramaz.

Tuhaf olan, karmasiklik kuraminda éznenin ger-
gekten varliginin nasil ispatlanaca@inin bilytik prob-
lem olmasidir. Zorluk, basit bir problemin ispatinin
da zor oldugunun gosterilmesindedir. Bir problemin
kolay oldugunu géstermek icin onu polinomsal za-
manda ¢bzen tek bir algoritma ortaya koyarsiniz.
Onun igin en iyi veya en akillica olmasina gerek yok-
tur; herhangi biri olabilir. Fakat bir problemin zor ol-
dugunu kanitlamak igin bir algoritma gdstermek ye-
tersizdir. Kéti bir algoritma secilmis olabilir veya da-
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ha lyi isleyen bagka bir
algoritma var olabilir,
Problem igin mimkin
bitin algoritmalar géz
onine almak igin mate-
matiksel bir yol bulmak
ve bunlarin hicbirinin
polinomsal zamanda ig-
lemedigini gostermek
zorundasiniz.

Eskenar dg¢gen or-
negdi kuram igin basit bir
kanit olmasi gerektigini gosterir. Ancak onun basit-
ligi aldatici olabilir. Clnkl Steiner oranti kuraminin
basit bir kaniti olsa bile simdiye kadar hi¢ kimse bu-
lamamistir. Hatta Du-Hwang'in ispati bile aldatici ola-
bilir. Gilbert ve Pollak, Steiner oraninin her zaman
en az 0,5 oldugunu kanitladilar. 1990'a kadar bir-
gok kisi dort, bes ve alti ilgeden olugan sebeke ku-
ramini tamamen dogrulamak i¢in bir yidin hesapla-
malar yapti. Hatta, istediginiz kadar cok sayida lige-
nin genel organizasyonu igin Steiner oramn 0,5 ten
0,57, 0,74 ve 0,8'e kadar zorladilar. Kisa bir siire 6n-
ce Bell Communications Research'tan Graham ve
Fang Chung bu orani 0,824'e gikard; fakat sonra-
dan yaptiklari hesabi “yanls yaklagim' olarak tamm-
ladilar.

Daha fazla ilerlemeyi mimkin kilmak igin bu kor-
kung¢ hesaplamalar basitlestiriimek zorundadir. Du
ve Hwang, korkung hesaplamalarin tamamen digin-
da bir yaklasim buldular. Temel soru, eskenar (ig-
genlerin nasil devreye sokulabilecegidir. Orantinin
sinirlarini olusturan Gggen ornediyle ayni oranti si-
nirina uymasi beklenen ilcelerin genel bir sistemi ara-
sinda blylk bir bosluk vardir. Bir diizlemde esit es-
kenar Uggenler halinde licgensel kafes deseninde
kiremitler désendigini farzedin (Sekil 6). ilgeleri sa-
dece kiremitlerin kselerine koyun. Ele alinmasi ge-
reken Steiner noktalarinin kiremitlerin merkezinde
olduklan ortaya cikar. Kisaca, sadece hesaplama-
larda dedil, teorik analizlerde de gok sayida kontrol
vardir.

Elbette her ilgeler takimi, Gggensel kafes bigimi
olusturmaz. Du ve Hwang'in gbriislerine gére en
azindan bazilari Gggen kdselerinde olmalidir. Kura-
min yanls oldugunu farzedin. Oyleyse bir zit 6rnek
olmak zorundadir: Bazi iige takimlari igin oran /3/2
den kiglk olmali. Eger bir zit 6rnek varsa, bitin il-
celerin lg¢gensel bir kafes olusturdugu bir ilge taki-
mi da olmas! gerekir. Oncelikle kuram “minimax’'
problemi olarak tekrar formiile edilir. Bdyle problem-
ler oyun kuraminda ortaya ¢ikar. Burada oyuncular
yarigirlar ve rakipleri tarafindan elde edilen kazang-
lan sinirlamaya (minimize etmeye) calisiriar. Oyun
kuramy, ilk kez John von Neuman ve Oskar Morgens-
tern tarafindan 1947'de kesfediimistir. Steiner orant
kuraminin Du-Hwang versiyonunda bir oyuncu, Ste-
iner agacinin genel seklini seger; digeri de o seklin
bulabildigi en kisasini seger.

Bu yeni yontem énceden basedilmesi zor gozi-
ken bir soruyu net olarak dlizenler ve hesaplamala-
n oldukga kisaltarak temiz, basit bir goztum verir. Du-
Hwang ydntemi kolay degildir ve belli bir miktarda
matematik teknigi gerektirir; ancak dyle dramatik bir
gelismedir ki, tiim gegmis yaklasimlardan tistinddr.
Daha onemlisi, benzer sorulan angtirmak igin bir 6r-
nek sunar. Problemi oyun kurami terimleri cinsinden
formille eder ve daha az olabilirlikli bir probleme in-
dirgeyerek ¢oziime ulasir. “Once diisin, sonra
hesapla’ atasézii her matematik¢inin kalbine isien-
melidir.

New Scientist 16 Kasim 1991'den gev.:
Ozgun DEMIRCAN

Duymak istemeyen kadar kitii sagir yoktur.

Akilsizea bir seyi milyonlarca kisi de sdylese, o sey yine akilsizeadir.

ltalyan atasézil

B. Russell
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