Pantalon, Dandelin Kireleri, Dama, Giivercin
Yuvasi ve Fasulye Comlegi Problemleri...

Matematik Eglenceler:

Ross Honsberger, Kanada'da Wa-
terloo Universitesi'nde marematik -
retmekeedir. 20 yildir ilging matema-
tik problemleri topluyor. Bir siire énce
onun halka agik ender konferanslarin-
dan birine gitmistim. Bu tam bir mate-
matik ziyafetivdi; tadi damagimda kal-
di desem veridir.

Honsberger, her firsarta matemari-
gin ana kurallarim aciklar, Bir giin to-
poloji kurallanini agiklamak fizere, der-
se pantalonunu ters givimis olarak gel-
di. Bize, onu ¢ikarmadan rersyiiz ede-
bilecegini soyledi. Pantalonunu ¢ikar-
mayacagmi kanitlamak icin de 2.5
m'lik bir iple ayaklarim birbirine bag-
ladi. Pantalonun her iki bacagim ipe
dogru asagiva gekry; dyle ki ok sevdi-
gi kalp resimleriyle siislii kiilotu go-
ziikeil, Ogrenciler bir abrakadabra yap-
masin dive onu dikkatle izlivorlard.
Honsberger énee pantalonu ipin etra-
finda ters viiz etti; sonra kivrila kivrila
pantalonun igine girdi. Bunda hile
yapmadiginin tamg benim,

Honsberger, 19. viizy1l matematik-
¢isi Germinal Dandelin'in harika kiire-
lerini anlatt, Dandelin, elipsin klasik
ve modern tanimlan arasinda ilging bir
baglant bulmugtur. Eski Yunanhlar,
elipsi bir diizlemin bir koniyi egik ola-
rak kesmesinden olusan egri olarak
anlamist. Descartes zamanindan beri
elips, analitik geometriye gire sovle
tanimlaniyor: Elips, odak denilen iki
noktadan uzakhklannin toplami sabit

olan nokralarin geometrik yeridir.
Honsberger saydam bir koni ve
savdam bir diizlem kullanarak Dande-
lin'in su dahivane bulusunu agiklad
(Sekil 1): "Diizlem koniyi iki pargava
ayirmigti. Dandelin bu iki parcadan
herbirine birer kiire kovdu. Her kiire
hem koninin ig viiziine, hem de diizle-
me tegetti. Diizlemle koninin
kesiti bir elipsti. Sakin
kiirelerin  diizleme
degdigi G ve I nok-
talan  bu elipsin
odaklann  olmasin?
Dandelin'in yiiregi
hopladi. Elips iize-
rinde rastgele bir P
nokrast alarak, ko-
ninin yanal yiizeyi
izerinde, P'den ve
tepeden gegen bir dog-
ru ¢izdi. Bu dogru kiirele-
re A ve B nokralarinda degdi. PF=PA
ve PG=PB'dir; ¢iinkii bir kiireve digin-
daki bir noktadan cizilen iki tegert bir-
birine esittir. Buradan PF+PG=PA+PB
bulunur. P'yi nerede alirsak alahm AB
degismez. O halde PF+PG degismez.
Boylece G ve I'nin elipsin odak nok-
talan oldugu kanitlanmig olur.
Honsberger bundan sonra marte-
matik zivafetinin ikinci rabagini sun-
du. Satrang tahtasi gibi bir tahtanin
iizerine dikine siyah bir ¢izgi ¢izilmis-
ti (bu tahtanmin sinirlarini sonsuz kabul
edelim). Honsberger seytans: bir gii-

\
Bir koni igindeki
elips, Dandelin
kiirelerini aymr.

liisle "Simdi sizi dama rahtasi iizerinde
hoplatarak biraz voracagim." dedj, son-
ra da kurallan agiklad: "Sivah ¢izginin
sagina ona komsu olacak sekilde, 2, 4,
8, 20, ... dama rasi kovunuz (Sekil 2).
Damadaki gibi yatay ya da diisey atla-
varak iistiinden atladigimiz tasi alabilir-
siniz. Son atlamadan sonra gerive
tek bir dama ras1 kalmalidir ve bu
dama rtas1 kara ¢izginin solunda
olmahdir. Ancak dama taslarini
oyle dizmelisiniz ki atlama
tek ras kalana degin
devam edebil-
sin Tas-
— lari  uy-
gun diz-
mezseniz, tek ras
kalmadan o6nce atla-
malar durur. Sona ka-
lan tek tasin bulundu-
gu siitunla (diisey stralanmig
karelere siitun divecegiz) kara cizgi
arasindaki siitun savisina d divelim,
d'ye siyle numara verelim: Kara ¢izgi-
nin solundaki ¢izgive komsu olan sii-
tuna siitun 1, onun solundaki siituna
stitun 2, onun solundakine siitun 3 ...
vh divelim. Problem sudur: d'vi 1, 2, 3,
4, ... yapmak icin ka¢ dama tast gerek-
lidir?

Simdi bir iki 6rnek verelim. Once
tahtaya 2 dama tasi kovalim (Sekil
2'de en soldaki resim). Arkadaki tas
oniindeki tagin iistiinden atlar ve 1. sii-
tuna gelir. Honsberger tahtaya savas

Degisik sayilardaki dama taglaninin dizilis bicimleri.
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kazanmig bir komutan havasiyla sunu
yazdu:

d | dama tag saysi

) 2

Bunun anlami suydu; iki dama ta-
siyla baglandiginda sonuncu tas 1. sii-
tunda kalds.

Sonra tahtava 4 dama tas: koyarak
son tas kalana kadar atlama vapurds.
Bu defa son tas 2. siitunda kaldr (Sekil
2'de soldan ikinci resim). Atlamalar
soyle oldu: Once en sagdaki tas bir ke-
re, sonra en altraki tag iki kere atlar; en
altraki tag en sona kalmigur ve 2. sii-
tundadhr. Honsberger, d'nin altina 2
ve dama tag savis: alona da 4 yazdi.
Sonra rahtaya 8 dama ras1 koydu; bu
kez son tas 3. siitunda kaldig icin d=3
ve dama tast sayisi=8 yazdi (Sekil 2'de
soldan figiincii resim). Atlamalar soy-
leydi:*Sirayla sag fist, sag orta ve sag
ale taglar birer atlar. Sonra en alt ras
once yukan, sonra sola atlar. Nihayet
en iisteeki tag dnce asag ve sonra sola
atlar. Kalan bu son rtas 3. siicundadir,
Honsberger sordu: "d'nin 4 olmast i¢in
kag dama tag gerekir?”, Birisi 16 dedi.
Hayir, vanuit "en az 20" olmahyd. [Bu
20 dama raginin (Sekil 2'de en sag re-
sim) nastl atlamasi gerektigini diisii-
niin. Cok zor. Ama bulursamiz ¢ok
mutlu olacaksimz.| Honsberger sonra
bu ziyaferin en ac1 biberli sosunu sun-
du: d'nin 5 olmass i¢in dama taslarinin
sayisi kag olmahydi?" Herkes diistinii-
yordu. Sakin d=5 yapmak icin birkac
milyon dama tagi gerekmesin? Sakin d
ile dama tasi savisi arasindaki iligki su
siiper iistel fonksiyonlardan birisi ol-
masim? Honsberger yamun siyleyince
konuklar birbirine bakip rahatsiz
bir bicimde giiliimsedi: "Birkag
milyon dama tag1 vetmez; bir-
ka¢ milyar da yermez. Ciinkii
kara ¢izginin sagina kag tane
dama tagi koyarsanmiz koyun, on-
lart nasil dizerseniz dizin, kara
¢izginin solundaki 5. siitunda
bir dama tagim tek bagina bira-
kamazsimz, Bu olanaksizdir. Bu
problemin ¢oziimsiiz oldugu,
Cambridge matemartikeisi John
Conway tarafindan kanitlands”,

Gelelim giivercin yvuvasina. Bu
basit fakat ¢ok Gnemli kural sunu
sovler: Elimizde 9999 giivercin yuvasi
ve 10 000 giivercin varsa, yuvalardan
en az birinde 2 giivercin vardir. Giiver-
cin yuvast kuraly, sonlu sayidaki kol-
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matal halka kiigik daire

Metal halka problemi

leksivonlart inceleven kombinasyon-
permiitasyon matematifinde bircok
teoremi Kanitlamada kullanilmustr.

"Simdi size bu kuralin en garip uy-
gulamalarindan birini yaptiracagim"
dedi Honsberger. "Yaricapt 16 birim
olan bir daire igine 650 nokta konul-
mus. Size metal bir halka veriliyor; bu
halkanm dig yangapi 3, ig yangap: 2
birtm. Metal halkay: tivle koyunuz ki
650 noktadan en az 10'unu kaplasin”,
"Olanaksiz" dedi bir $grenci. "Ya bii-
tiin noktalar kii¢iik bir alanda toplan-
migsa?" Bir baska dgrenci kizdi: " O za-
man sen de halkani oraya koyarsin,
akilsiz!" Peki, gercekten metal halka-
mizla en az 10 noktayr kapatngimiz-
dan nasil emin olacagiz? Honsberger
bir sekil ¢izdi (Sekil 3). "Divelim ki bu
650 noktadan her birine, merkezi o
nokta olacak sekilde bir metal halka
konulmus olsun.

Noktalarin bazilan dairenin cevre-
sine yakindir; bu durumda metal hal-
ka kaynak daire sinirlanin asar, Fakat
biitiin nokralar dairenin icinde oldu-
gundan ve halkanin yancap: en fazla 3
cm oldugundan metal halkalarin hep-
si, varngapi 13+6=19 olan biiviik daire
icinde olacaktir. Halkanin ig¢inde ka-
lan alan. yarigap1 3 olan bir daireyle
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Cdmlekteki 75 beyaz ve 150 siyah
fasulyeden sonuncusunun rengi nedir?

yarigapl 2 olan bir dairenin alanlarinin
farks kadardir. Bu da 51 vapar.

650 metal halka 51 x 650 = 3250n
Kadar alan kaplar. Tabii ki bu alanin
cofu ortiismelerden olusur. Simdi ig-
teki dairenin higbir noktasinin 9’dan
fazla halkayla &rriilmiis olmadigini
varsayalim, O halde biiyiik daire i¢in-
de drritlen toplam alan, dairenin alani
olan 36In'nin 9 kaundan, vyani
3249n’den fazla olamaz. Ancak 3249
< 3250r oldugundan bir x noktast en
az 10 halka tarafindan ortiilmiis olma-
lidir.

Honsberger "anladimiz degil mif"
diye sordu. Kimseden ses citkmadi.
Honsberger sasirnus goziikeii: "De-
mek anlamadiniz?"

Baslangictaki problem bir metal
halkanin en az 10 noktavi remesiydi,
bir x nokeasini 10 metal halka alunda
saklamak degildi. Akillanmiz birden
ters gevrilmiy pantalona dondii

"x nokrasina bakimz. Eger 10 me-
ral halkavi kaldinip merkezi x'de olan
tek bir halka birakirsaniz, bu halka da-
ha 6nceki 10 halkanin merkezlerini
irter. Bu merkezlerin herbiri 630 nok-
tadan biridir". Coéziim anlagilmist.
Herkes ¢ok lezzetli bir yvemek yemis
gibi zevkle yutkundu.

Ziyafetin temel yemegi bir Yunan
vazosunda sunuldu. Honsberger sizii
aldi: "Su tarthsel ¢omlek iginde 75 be-
yaz ve 150 siyah fasulye var. Comlegin
vaninda da biiyiik bir siyah fasulve vi-
gt var (Sekil 4). Comlekren rastgele
iki fasulye alin. Eger bu iki fasulve-
den en az biri siyahsa (va biri sivah, bi-
1 bevaz ya da ikisi de sivahsa) ¢omle-
gin yamndaki siyah fasulye yiginina
bir sivah fasulye atin; elinizde kalan
fasulyeyi, ister siyah ister beyaz olsun,
comlege geri aun. Eger ¢cekrifiniz iki
fasulyenin ikisi de beyazsa, bu kez de
vigindan bir siyah fasulye ahip ¢omle-
ge atn ve iki bevaz fasulyeyi bir kena-
ra koyun. Her ¢ekiste ¢omlekreki fa-
sulye sayisi 1 azalacakur. Sonunda
c¢omlekreki fasulve savisi 3, 2 ve niha-
vet 1 olacakur. Comlekreki sonuncu
fasulye siyah m1, yoksa bevaz mi?

Sasirticr ve basit yamit bevazdir,
Bunun neden béyle oldugunu bulan-
lar agizlarinda "maklava" tadi duva-
cakor, "maklava" matematikle vapilan
bir gesit baklavadir.

Diewdney, A K., Scientific American, Mart 1991

Geviri: Selguk Alsan
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