Yuvarlak Sardalyelere Dar Kutular
Paketleme Problemleri

vlerde "sardalye kutu-

su" denilen bir ovun

oynanir: Bir dolaba en

¢ok kag kisi ukilabilir

ovunudur bu. Mate-
martikg¢iler, balik ve insan sekl
diizgiin olmadigindan, bu oyunu
dairelerle oynarlar. Ornegin igine
49 siirt sisesi sifabilecek en kiigiik
kare prizmanin boyutlan nedir?
Kenan 1 olan bir kare verildigine
gore bunun igine birbirine gegme-
den sigabilecek 49 6zdes dairenin
capi en fazla kag olabilir?

Bu iki problem gergekte esde-
gerdir; birinin ¢oziimii érekini ve-
rir; elbette birisi siit giselerini ba-
sasaf ¢evirmezse va da van vatr-
mazsa.

Bu konudaki biitiin bilgileri-
miz 1960'tan sonra ortaya ¢kt
"Kombinatoryel geometri" denen
bu alan, sasilacak kadar karmasik-
ur. Ornegin, her birinin taban ¢api
1 birim olan 49 siit sigesini, tabam
kare olan bir sandiga sigdirmanin
en iyi yolu siseleri 7x7lik bir kare
olusturacak bicimde dizmekrir di-
ye diisiinebilirsiniz. Ne kadar agik

Bir kare icindeki 6zdes daireler, merkezlere
karsilik olan noktalarca temsil edilmistir; iki nokta
arasindaki en kictk uzakhk iki yaricap toplami,

degil mi? Fakat ne vazik ki vanlis!
1997'de Helsinki Teknoloji Uni-
versitesi'nden Kari J. Nurmela ve
Patrick R. J. Ostergard 49 birim
gaph daireyi 7x7lik bir kareden
hafif¢e daha kiigiik bir kareye sig-
dirmanin yolunu buldu.

Alman matematikgisi Gerhard
Wengerode 1,4,9,16,25 ve 36 da-
ireyi bir kare i¢ine sigdirmanin en
ivi yolunun 1Ix1, 2x2, 3x3, 4x4,
5x5, ve 6x6 seklinde kare dizilis
oldugunu, fakat 64, 81 ve daha
biiyiik tam kare sayilar igin bu ba-
sit ¢oziimiin gegerli olmadigini
kanitlad1.

Daire savisi veterince biiyiik
alinirsa kare seklinde paketleme
en uygun paketleme olmakran ¢i-
kar. Sonsuz diizlemde en yogun
paketleme kare degil, alugen bigi-
mi paketlemedir- bilardo oyunun-
da oyunun basinda toplann dizili-
sine benzer bir dizilis (alt eskenar
iiggenin diizgiin bir altigen vapa-
cagini diigiiniin). Kare seklindeki
sinir tam anlanmuyla alugensel bir
dizilisi engeller, bu nedenle daire
sayist kiigiikse kare dizilis en uy-

gunudur. Sayi biiviiviince simir et-
kisi azalhr ve altigensel kafes icine
dizilis kareden daha fazla daire
kabul eder.

1997 Aralhik ayinda Utrech
Universitesinden Hans Melissen
"Dairelerle Kaplama ve Paketle-
me" adli bir dokrora tezi vazdi. Bu
problemin en iyi ve tam olarak in-
celendigi yayin budur. Caplan esit
en fazla sayida daireyi bir kare igi-
ne sikisurma problemi ilk kez
1960'ta yayimlandi. Avni w1l Leo
Moser 8 daire i¢in bir ¢éziim 6ner-
di. Bu, hemen sonra dogrulandi ve
farkli sayida dairelerle bulunan
coziimler iizerine vayinlar yapildi.
1965'te Alberta Universitesi'nden
Jonathan Schaer (Moser'in savini
dogrulavanlardan biri) 9 daireve
kadar olan ¢dziimleri yayimladi; 5
daireye kadar olan ¢éziimlerin ko-
lay oldugunu vazdi ve 6 dairenin
¢oziimiinii, halen Bell Laboratu-
varlari Lucent Technologies'de
bulunan, Ronald Graham'in bul-
dugunu belirtri.

Martemartikgiler problemi dyle
incelerler ki dairelerin kendisi

yani captir. Hesap kolaylgi icin

karenin kenarlari, dairenin yaricap: n=2 e n= n=5 n=6a
kadar iceri alinmistir. Béylece
daireleri paketleme problemi, daha
kucik bir bolge icinde, noktalarin en
uygun (optimal)

dagihimiri bulmaya
indirgenir. Bu sekil, bir
birim kare icine olasi en
biyiik dairelerin nasil
dizilecegini gdsteriyor.
Bu diizenlemelerin
bazilan, 6rnegin 13
daireli olan, yeri tam
olarak sabit olmayan
“serbest” noktalar
icerir.

Bir dairenin icine
doldurulan daireler,
karede oldudu gibi,
daha kucik bir alan
icinde temnsil
edilmistir. 6 nokta icin
2 ¢ozim vardir.
Birinci ¢6zim
dairenin gevresi
uzerinde, hareketi
biraz serbest olan, 5
nokta ve merkezde bir nokta igerir.
Diger ¢ézim altigenseldir. Bircok
diger olgu icin alternatif diizen-
lemeler vardir.
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dikkate alinmaz. ki esit daire bir-
birine degivorsa merkezlerinin
arasindaki uzakhk bir ¢apur. Bir
daire karenin bir kenanna degivor-
sa (teferse), onun merkezi, bu
dogrudan uzakhg: yangap kadar
olan bir paralel iizerinde bulunur.
Daireleri merkezlerivle temsil
edersck problem su sekli ahir: "49
noktayr (merkezi) bir kare igine
ovle kovunuz ki her hangi ikisi
arasindaki en kii¢iik uzakhk, ko-
sullan saglavan en biiviik uzakhk
olsun". Bu durumda dairelerin ¢a-
pt iki nokra arasindaki en kiigiik
uzakhkur. Fakat kare orijinal kare
degildir, daha kiiciiktiir; karenin
kenarlar 1 yangap kadar ice dogru
hareker etmisur.

Daire verine merkezini alma-
nin yarart, kavranm basitlegtirme-
sidir. Sekil 1'de 15 daireve kadar
olan en uygun (optimal) dizilisler
ozetlenmistir. Daha zor bir prob-
lem daireleri bir baska daire i¢ine
sikistirmakoir, Bu konudaki ilk tez
Hollanda'da Groningen Universi-
tesi'nden Boele L. J. Braaks-
ma'min 1963'te vazdig doktora te-
zidir. Bu tezde Braaksma 8 nokta
icin optimal ¢oziim konusunda bir
tahminde bulundu; sonra bunu
kanitladwsa da yavimlamadi. Bu-
giin 11 ve daha az nokrta igin ¢i-
ziimler bilinivor. 12 ve 20 nokta
icin ¢oziimler sunuldu, fakat ka-
nitlar eksikri.

11 nokta i¢cin kamit ilk olarak
Melissen buldu. Melissen énce
daireyi ilging sckilli bolgelere ayi-
rir ve uzakhklan vaklasik deger-
lerle dlgerek bu bilgelerden bazi-
larinda, daire icine dagiulacak
noktalardan en ¢ok bir tane olabi-
lecegini gosterir. Bu sekilde arag-
urmacit noktalarin dagilim iizerin-
de giderek daha fazla "kontrol" ka-
zanir ve 8 noktanin dairenin sinir-
larinda olmasi gerekeigini kaniclar.
Yontem ince bir bulugtur: daireyi
ustalikla bolmeve davanmir. Fakart
veterince geneldir ve bazi gesitle-
ri bu gibi problemlerde. ¢ofun-
lukla bilgisavar vardimivla kulla-
nilabilir,

Bir eskenar figgenin igine daire-
ler sikisuirmak ozellikle ilgingrir;
¢iinkii bu, her bilardo oyuncusunun
bildigi alugensel kafesle ilgilidir.
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Toplan dizmek i¢in kullanilan tah-
ta ya da plastik ¢er¢eve eskenar fig-
gen bigcimindedir; i¢indeki toplarsa
alugensel kafes dizilisi gosterir. Bu
tip problemler daire sayisi iiggen
saytlarken inceclenmeye baslandi.
Ucgen sayilar, kendinden onceki
dogal sayilarin toplamina esit olan
savilardir 1=0+1, 3=1+2, 6=1+2+3,
10=1+2+3+4, 15=142+344+5 vb.
1,3,6,10,15.. sayida daire eskenar
iicgen igine milkemmel bir bigim-
de dizilebilir,

Alugensel kafes biitiin diizlem
icin en uygun (optimal) dizilistir.
Bu ilk kez 1892'de Axel Thue ta-
rafridan kanitlanmisar. Uggen sa-
yida dairenin eskenar iiggene en
uvgun dizilme sekli bilardo topu
dizilisidir. Bu dogruysa da kanmit
zordur. Melissen ozellikle buna
agik bir kanit bulmustur. Melissen
ayrica 12 ve daha az noktanin en
uygun dizilisini kanitlamus, 16, 17,
18, 19 ve 20 nokta iginse varsa-
yimlar ileri siirmilgtiir. Paketleme
problemi egri viizevlere de uygu-
lanabilir. 1930'da Hollandah bota-
nikci Pieter M. L. Tammes bir kii-
re yiizeyine ¢n uygun sekilde kag
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‘ Uggen sinin, noktalann altigen yapisina

gétdrir (solda). Yanm kdre, ylzeyinin
egriligi nedeniyle, diizlem bir daireden
daha farkl érnek kiimeleri olusturur
(dstte).

daire dizilebilecegini sordu. Me-
lissen, Tammes probleminin defi-
sik bir seklini sundu; kiire yerine
yanm kiire kullamiyordu. Proble-
mi 6 ve daha az sayilar i¢in kanit-
lamig ve 7-15 nokta i¢in tahmin-
lerde bulunmugtur (Merakh olan-
lar ii¢ bovutlu hacimleri doldur-
may1 diisiinebilirler).

1985'te A. A. Berezin (Onrario,
McMaster Universitesi) bir diskin
icindeki yiiklil pargaciklarin en az
enerji igeren diziliglerini Nature
dergisinde yayimladi. Bu problem
matematikgilerin daire paketleme
problemine benzer; ¢iinkii yiikler
birbirlerini iterler. Enerjivi mini-
mum yapmak i¢in parcaciklarin
birbirlerini diskin kenarlarina ite-
cekleri diigiiniilebilir. Fakat Bere-
zin'in hesaplan kanitlad: ki en az
enerji durumu bir parcacigin da-
irenin merkezinde ve digerlerinin
¢evresinde siralanmasivla olasidir,

Melissen, Berezin'in sonuglari-
ni dogruladi. Bu zarif problemle-
rin ¢oéziimiinde biiyiik ilerleme
saglanmisoir,

Stewart, 1., Scientific American, Subat 1998
Cievin: Selguk Alsan
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