e

Prof. Dr. Ali Sinan Sert6z

[ Bilkent Universitesi Fen Fakiiltesi, Matematik Béliimii

Bilim ve Teknik Agustos 2020



atematik ogrenmeye basladigimiz  yillarda bazi
matematikgilerin adlarinin bazi teoremlere verildigini
gortr ozenirdik. Bir gun bizim adimizla anilacak bir
teorem buluruz diye umar hayallere dalardik. Giizel bir teo-
rem bulursak herkes bunu takdir edecek ve bu teoreme
bizim adimizi verecek sanirdik. Gengtik, saftik, temiz
kalpliydik. .. Bu islerin aslinda oyle yurtimedigini
bilmezdik. Morris Marden de bir ti¢genin
icindeki  sayisiz - muhtesemliklerden
birini ortaya koyan ve kendisine ait

olmayan bir teoreme, oliimiin-
den on yedi yil sonra, ken-
di adinin verilecegini
bilse ne kadar
sasirirdi kim
bilir...




Yalin
Geometri

Matematikte analiz ve Ozellikle sanal sayilarin kul-
lanildigt karmasik analiz matematik¢ilere cok gucla
teknikler sunar. Bu gui¢li teknikleri kullanarak ¢oztlen
problemler bizi bir stire mutlu etse de bir stire sonra bu
problem icin bu kadar gugla teknikler kullanmak gere-
kir miydi diye sormaya baslariz. Hi¢ analiz kullanma-
dan, yalnizca cebir ve temel prensipler kullanarak bu
problem c¢ozulebilir miydi? Hatta burada cebir ile kas-
tettigimiz lise egitimiyle anlasilabilecek cebirsel teknik-
lerin Otesi degildir. Boyle bir ¢6ziim bulabilirsek buna
yalin ¢c6zum deriz. Matematik diinyasinda iste boyle ya-
lin ¢dziimler bulmak ¢cok makbuldiir. Ornegin, asal sayt-
larin dagilimt hakkinda bilgi veren ve ¢ok agir karmasik
analiz teknikleriyle kanitlanmis olan “asal say1 teoremi”
icin Paul Erdos ve Atle Selberg yalin bir kanit bulunca
yer yerinden oynamis ve bu ¢alismayla Selberg 1950’de
Fields Madalyast kazanmustt.

Bir ticgenin barindirdigi gizemli bagintilar da diz-
lemdeki koordinatlar yardumyla yazilacak denklemlerin
¢Ozumleri ve analiz kullanilarak ortaya ¢ikartlabilir ama
bu cok ayiptir! Makbul olan bu bagintilart yalnizca temel
ilkeler kullanarak, Oklid’in onaylayacagt akil yiiriitme-
lerle, yani yalmzca yalin tekniklerle bulmaktur.

Temel kavramlar yardumyla bir icgenin sirlarunt or-
taya ¢tkarma oyununa yalin geometri denir. Bizim de bu
konuda diinya ¢capinda bir geometricimiz vardi, Hiseyin
Demir. Ama Once Euler’den baslayalum.
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Euler Dokuz Nokta
Cemberi

Bir ticgen alalim ve bu licgende asagidaki dokuz
noktayt belirleyelim.

Tepe noktalarindan karst kenara cizilen dikmele-
rin bu kenarlarn kestigi noktalar bizim ilk ti¢ noktamiz
olacak. Kenarlarin orta noktalart bize li¢ nokta daha
verecek.

Yukarida bahsettigimiz dikmeler bir mucize sonu-
cu aynt noktada kesisirler. Bu ortak noktaya ticgenin
diklik merkezi denir. Koseleri bu diklik merkezine bir-
lestiren dogru parcalarinin orta noktalart bize li¢ tane
daha nokta verir.

Bu dokuz nokta ayni cember tizerindedir ve “Eu-
ler dokuz nokta cemberi” iste bu cemberdir.

Ucgenin tepe noktalarindan karst kenarlarin orta
noktalarina giden dogrular, yani kenar ortaylar da bir
baska mucize sonucu bir noktada Kkesisirler. Bu ortak
noktaya ticgenin agurlik merkezi ya da kisaca merkezi

A]=]S
BK =KS
ABC liggeninde H, G, I noktalart koselerden -
karst kenarlara indirilen dikmelerin CL=1LS
ayaklart, S noktast bu dikmelerin
kesistigi nokta, yani diklik merkezi,
J, K, L noktalart da tiggenin koselerini
diklik merkezine birlestiren dogru
parcalarinin orta noktalart.
F, D, E noktalar da ticgenin
kenarlarinin orta noktalart.
Sart gember de bu dokuz
noktadan gegen Euler
Dokuz Nokta Cemberi.
(Wikipedia)




denir. Ucgenin agurlik merkeziyle diklik merkezini bir-

lestiren dogrunun orta noktast Euler dokuz nokta ¢cem-
berinin merkezidir.

Yine bir mucize sonucu ii¢ggenin kenarlarina orta
noktalarindan cizilen dikmeler de bir noktada kesi-
sir. Bu nokta aynit zamanda ti¢genin ¢ tepe nokta-
sint iceren dis cemberin de merkezidir. Euler dokuz
nokta ¢cemberinin ¢apt iste bu dis ¢cemberin yarica-
pna esittir.

Euler bir ticgendeki dis ¢emberin merkezi, agu-
lik merkezi ve diklik merkezinin aym dogru lizerinde
oldugunu ve agirlik merkeziyle diklik merkezi arasin-
daki mesafenin agirlik merkeziyle dis cember merkezi
arasindaki mesafenin iki kati oldugunu kanitlamistir.
Ancak dokuz nokta ¢cemberiyle ilgili bir calismast olma-
mustir. Yine de bu gercek bizim bu ¢embere Euler do-
kuz nokta cemberi dememize engel olamamustir. Ayrica
ayni cembere Feuerbach ¢cemberi de deriz, hatta bazen
Terquem cemberi dedigimiz de olur.

Olry Terquem ve Karl Wilhelm von Feuerbachin
kim oldugu ve bu cemberin bulunusuna neler kattigunt
arastirmayt size birakip cemberden elipse gececegim.

D

AP dogrusu BD kenarina indirilen dikme. H noktast kenarlara kdselerden
indirilen dikmelerin kesisme noktast, yani diklik merkezi. AQ dogrusu BD
kenarinin ortayt. G noktast kenar ortaylarin kesisme noktast, yani tiggenin
merkezi. QC dogrusu BD kenarina orta noktasindan ¢izilen dikme ve C nok-
tast da kenarlarin orta dikmelerinin kesisme noktast, yani dis cember mer-
kezi. Euler C, G ve H noktalarinin aynt dogru tizerinde oldugunu gdésterdi.
CGH dogrusuna li¢ggenin Euler dogrusu da denir.

Steiner ve
Elipsleri

Bir icgenin kenarlarina icerden teget olacak sekil-
de elipsler cizilebilir. Bunlar arasinda alant en buyuk
olant ise kenarlara orta noktalarindan teget olanidir. Bu
en buyulk elipsin merkezi ticgenin agulik merkezidir.
Iste bu elipse Steiner ic elipsi denir. Bir de {icgenin k&-
selerinden gecen ve merkezi ticgenin merkeziyle aynt
olan bir elips vardir ki ona da kisaca Steiner elipsi denir.
Bu elipsler benzer elipslerdir ve bliyligiintin alant ki-
¢iglnin alanimin dort katidir.

Steiner elipsi bir tarafa, biz Steiner i¢ elipsi ile ilgile-
nelim. Burada ilk akla gelen soru bu elipsin odak nok-
talarinin nerede oldugudur. Bu sorunun cevabint J6rg
Siebeck, Isvicreli matematikei Jakob Steiner’in 6liimiin-
den bir yu sonra, 1864’de bulmus ve matematik din-
yasinin en prestijli dergilerinden birinde yayumlamuistir.

Biz onun cevabint bugiin Marden teoremi olarak
antyoruz. Oysa Marden’in yaptidi, Siebeck’in makale-

C

M,, M,, M, noktalart ABC liggeninin
kenarlarinin orta noktalart.
Mavi elips licgenin Steiner i¢
elipsi, kirmizt elips de
l¢genin Steiner elipsi.
Ortadaki siyah nokta ise
hem {icgenin hem de
elipslerin ortak
merkezi.

(Wikipedia)

ABC Ug¢geni eskenar

oldugu zaman Steiner

elipsleri iggenin

i¢ teget ve gevrel

¢emberlerine

dontsur.

(Wikipedia) A
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sinin yayumlanmasindan
yliz yu sonra, yazdigt bir
geometri kitabinin daha
ilk sayfalarinda bu teore-
min ayrintilt bir ispatum
vermek ve bu ispatin ilk kez Siebeck tarafindan ya-
pudigint yazmaktan ibarettir. Marden ayni baglam-
da bu teoremin degisik genellemelerini yapan tam
on dort matematik¢inin calismalarina da atifta bu-
lunmustur. Marden’in bu kitabinin adi Polinomlarin
Geometrisi’dir.

Jacob Steiner (1796-1863)

“Ucgen, cember, elips derken polinomlar nereden
cikt1?” diyeceksiniz.

“Matematik, degisik konulara ayrilmis adalardan
olusan bir takimada tlkesi dedil, tim konulart birbi-
rine baglt bir ana kitadir”. Ogrencilik yillarumda yasl
matematik¢ilerden duya duya gina getirdigim ve k-
¢limsedigim bir laftt bu. Simdilerde ise gen¢ matema-
tikcilerin tim kig¢timsemelerine karsin onlara gina
getirecek kadar cok tekrarladigim bir s6z oldu.

Iste o yiizden polinom nereden ciktt diye sorma-
yin. Ctkmasa sasardik.

Siyah ticgenin kenarlar tizerindeki yesil

6- noktalar tiggenin kenarlarinin

orta noktalart, tiggenin icindeki

yesil nokta ise ticgenin

57 merkezi. Yesil elips ticgenin

Steiner ig elipsi. Kumizt

4 noktalar da bu elipsin

odak noktalart.

(Wikipedia)
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Ve Elbette
Gauss

Diizlemde bir miktar nokta alin. isterseniz sonsuz
tane de alabilirsiniz, biz bekleriz. Simdi bu noktalarin
her birine bir ¢ivi cakin ama ¢ivileri tam ¢akmayin, bas-
lar biraz yukarida kalsin. Sonra elinize bir lastik bant
alip bu civilerin en distakilerinden gecirip birakin. Bu
lastik bant duzlemde bir bdlgenin sinirlarint belirledi,
degdil mi? Bu boélgenin 6zelligi, icinde sececediniz her-
hangi iki noktayt birlestiren bir dogru parcasinin ti-
muyle bu bolgenin icinde kalmasidir. Bu cesit bolgelere
disbiikey bolge denir. Yukarida lastik bantla tanumladi-
gniz bolge de sectiginiz noktalarin hepsini icine alan
en kiiclik disbiikey bélgedir. Bu bolgeye kisaca sectigi-
niz noktalarin disbiikey kapanist denir.

Bir polinomun kokleri de kompleks diizlemde birer
noktaya karsilik gelir. Bu polinomun katsaytilarint ister-
seniz kompleks sayilardan da secebilirsiniz. Polinomun
derecesi kag ise o kadar koku vardir. Bazen bir kok tek-
rarlanabilir ama zarart yok, ka¢ defa tekrarlarsa biz de o
koku o kadar sayariz. Sonugta derece kadar kok vardir.
Bu sonucun pek ¢ok ispatt vardir ve elbette Gauss da
buna ispat getiren ilk matematikcilerden biridir.

Gauss’un bir huyu da kendisine ¢ok asikar gelen
bazi sonuglar ispatlamadan kullanmasidir. Fakat bazen
bunlar ispatlar, ispatlar da ¢ekmecesinde saklardi. Bir
gun birisi ¢ikip gelir ve Gauss’a kafa tutacak olursa ¢ek-
mecesinden bu ispati ¢ikarir gosterirdi. O ylizden koca
Gauss’la pek dalasiimazdi.

Diizlemdeki bazt
noktalarin etrafint
lastik bir bantla
cevreleyerek
disbiikey kapanist
elde etmek.
(Wikipedia)




Yine Gauss’un ispatlamadan kullandigi -ya da ispat-
ladiysa bile kimse sormadigt icin ispatint gdéstermedi-
gi- bir teorem de bir polinomun kokleriyle polinomun
turevinin kokleri arasindaki iliskidir.

Burada turev deyince analize ge¢misiz de yalin
geometriden uzaklasmisiz gibi bir his olusmasin. Poli-
nomun turevini hicbir analitik anlam ytiklemeden for-
mel olarak da tamumlayabiliriz. Yani bunu entelekttiel
bir oyun olarak sunabiliriz. Kisacast x® polinomunun
tiirevi diye size nx*! polinomunu verecegiz. Adinin tii-
rev olmasindan rahatsiz olursaniz siz baska bir isim de
verebilirsiniz. Ornedin miirev diyebilirsiniz. O zaman
Gauss’un kullandigi teorem, bir polinomla onun miire-
vinin koklerini kiyaslayan bir teorem olur.

Simdi isterseniz biz de herkes gibi tiirev kelimesi-
ni kullanarak Gauss’un ne dedigine bakalim. Gauss
diyor ki bir polinomun turevinin kokleri, polinomun
koklerinden olusan noktalarin disbiikey kapanisinin
icindedir. Ornedin bir polinomun ti¢ kokii varsa, tiirevi-
nin kokleri bu ti¢ noktanin olusturdugu ticgenin icinde
kalir. Polinom uguncii derecedense tuirevinin iki koka
olacaktr. Bir elipsin de iki odak noktast vardir ama ace-
le etmeyelim!

Carl Friedrich Gauss’un (1777-1855) dogum yeri olan Brunswick’teki heykeli

Felix
Lucas

Gauss’un kullandigi ama ispatlamadigt sonuclart
ispatlamaya calismak ontine gecilmez bir durtiudir. Ba-
gumliliga varan bu dirtiiden kurtulmamn tek caresi he-
deflenen ispata ulagmaktir. Gauss’un olumunden yirmi
dort yu sonra Felix Lucas, Gauss’un yukarida sézinu et-
tigimiz sonucunu ispatladt ve adim Gauss’unkinin yani-
na yazdirabilen sansh 6limliler arasina katildi. Bugin
bu sonug literatiirde Gauss-Lucas teoremi olarak gecer.

Bu arada, adunt Gauss’unkinin yanina yazdirabil-
digi icin Lucas mut sanshdir, yoksa durduk yerde adimt
Lucas’in ispatladigi teoreme yazdiran Gauss mu?

Para parayt cektigi gibi galiba séhret de sohreti
cekiyor.

Michel
Rolle

Genellikle birdenbire ge-

len bir ilham bir matematikgi-

ye hi¢ beklenmedik bir teore-

mi ispatlatmaz. Yapilan her is
. Michel Rolle (1652-1719)

daha 6nce yapilanlarin uzanti-
sidir. Pek ¢ok matematikci basarisint “devlerin omuzla-
rina basmis” olmasina yorar. Onlar kendilerinden 6nce

gelenlerin ¢alismalarint alip ileri goturmuslerdir.

Gauss-Lucas teoremi de birdenbire gelen bir ilhamin
sonucu degil Rolle ustanin bir teoreminin genellemesi-
dir. Gauss’tan yaklasik yuz yil 6nce yasamis olan Michel
Rolle, bir reel fonksiyonun iki kokl arasinda mutlaka ti-
revinin bir koki olacagint gostermisti. Aslinda Rolle bu
sonucu sadece reel polinomlar i¢in gostermis, konunun
turevlenebilir genel fonksiyonlara uyarlanmasindan hig¢
memnun olmamuistl. Bu ylzden, biraz da Rolle ustanin
isminin ingilizce dénmek (to roll) fiilini cagristirmasin-
dan esinlenerek, Rolle teoreminin genel fonksiyonlar
icin her kullanilisinda Rolle’'un mezarinda déndigu ri-

vayet edilir.
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Reel dogru tizerindeki iki noktanin olusturdugu
kiimenin disbiikey kapanisinin bu iki nokta arasinda-
ki aralik oldugunu g6z 6niinde bulundurursaniz Ga-
uss-Lucas teoreminin Rolle teoreminin nasil dogal bir
uzantist oldugunu fark edersiniz. Asil marifet bu “dogal
uzantwyt” Gauss’tan 6nce gormek ya da Lucas’tan once
ispatlamakta yatiyor.

Yaz1 uzadt. Yavas yavas toparlayalum.

Dan
Kalman

Yillar 6nce Istanbul Uni-
versitesi Matematik bolumu-
nun koridorlanindaki mate-
matik¢i portrelerinden c¢ok

Dan Kalman (1952-) etkilenmistim.  Karakalem
calismast olarak cizilen bu
portreler adlarint kitaplarda gérdiigiim tim matema-
tikcileri kapsiyordu neredeyse. O siralar yeni mezun ol-
mustum ve TUBITAKin Gebze Temel Bilimler Enstitii-
stinde calistyordum. Esim bu portrelerin fotograflarint
cekti. Enstitu yoneticileri benim ¢ocuksu hevesimi kir-
may1p bu fotograflarin tab edilmesi ve cercevelenmesi
icin gereken parayt verdi. Ve tim resimleri enstitinin
koridorlarina gururla astum. Herkesin beni tebrik etme-
sini ve takdir etmesini bekliyordum. Yaslt hocalar hos
goruli davrandilar elbette ama gengler bana enstiti
koridorlarin 6l adamlarn resimleriyle doldurup ens-
titlyll mozoleye cevirdigimi soylediler.

Oradan aldigum dersle bu yaziya bir de yasayan
bir matematik¢i eklemek istedim. Buldugum mate-
matikci ise benden iki yas buyuk. Ancak onu bula-
bildim.

Dan Kalman o6drencilik yillarinda Morris

Marden’in polinom geometrisi tizerine yazdigi, yu-
karida s6ziini ettigimiz kitabint okur. Koskoca kitap-
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Morris Marden’in

Dan Kalman' etkileyen kitabt

taki onca muhtesem teorem
arasindan onu en ¢ok etkile-
yen teorem, kitabin hemen
baslarinda verilen teorem 4.2
olur. Marden bu teoremin ilk
kez yuz yil 6nce Siebeck tara-
findan ispatlandigint ve yillar icinde en az on dort
matematik¢inin daha bu teoremin degisik versiyon-
larint ispatladigint da eklemistir.

Kalman o yillarda Marden’in kitabindaki ispatt
pek anlayamadigint ama teoreme hayran oldugunu
anlatir. Teoremin ne oldugunu hala size sdylemedi-
gim icin siz simdilik Kalman’in o teoremin nesine
hayran oldugunu bilmiyorsunuz.

Kalman o ilk okumadan yaklasik otuz yil sonra
tekrar s6z konusu teoreme doner. Bu kez Marden’in
ve Siebeck’in ispatlarint tekrar okur ve anlar. Hatta
o iki ispatta da hatalar bulur. Onlarin hatasint diizel-
terek diizgun bir ispat ¢ikarir ve bunu yayumlar. Bu
makalesiyle 6dul alir ve suf teoremi Marden’in Kkita-
bindan 6grendigi i¢in bu teoreme Marden teoremi
adun verir.

Artik zamamnt geldi, teoremi anlatabiliriz.




Marden
Teoremi

Uctlincii dereceden bir polinomun genelde {i¢
ayrt koku olur. Bu kokler duizlemde bir iiggen olustu-
rur. Bu ticgenin kenarlarina orta noktalarindan teget
olan bir elips vardir. Hatirlarsaniz bu elipse Steiner
i¢ elipsi demistik. Bu elipsin merkezi aynt zamanda
ucgenin de merkeziydi.

Hatta hatirlarsaniz bu elipsin odak noktalart ne-
rededir diye de sormustuk.

Ispatint Kalman’in diizelttigi Siebeck’in 1864 ta-
rihli makalesindeki sonuca gore Steiner i¢ elipsinin
odak noktalart yukarida kullandigimiz ti¢clinci dere-
ce polinomun turevinin kokleridir.

Bu muhtesem mucizeyi tekrar dillendirmekte
yarar var. Uciincii derece bir polinomun koklerinin
olusturdugu ticgenin kenarlarina orta noktalarin-
dan teget olan bir elips vardir ve bu elipsin merkezi
ucgenin merkezi, odak noktalart da polinomun tu-
revinin kokleridir.

Bu sonucun bas donduren cazibesinden kurtu-
lup sogukkanli diisinmeye basladiginizda bu sonu-
cun Gauss-Lucas teoreminin bir uzantist oldugunu
gOreceksiniz. Verilen ti¢lincu derece bir polinomun
koklerinin disbiikey kapanist bu koklerin olustur-
dudu lc¢gendir ve Gauss-Lucas teoremine gore bu
polinomun tirevinin kokleri de bu t¢genin i¢inde
kalacaktr.

Marden teoremi bir adum 6teye gidip bu kokle-
rin tam olarak nerede oldugunu séyler. Yani Marden,
aslinda Siebeck (ya da Kalman), Gauss ve Lucas gibi
iki devin omuzlarina basabildigi i¢in bu muhtesem
sonucu bulmustur.

Ustala_rm
Ayak Izleri

Bu yazida adini andigumiz en yash matematikei ti¢
yuz bir yil 6nce 6ldu. En genci, benden bile yasl ama
hdld hayatta. Bu matematikgileri tarih sirasina koyup
birbirlerinden neler 6grendiklerini ¢ikarip listelemeyi
sizlere birakiyorum.

Kalman da kendisine 6dul kazandiran ve Marden
Teoremi adint verdigi teoremi anlattigi makalesini dur-
duk yere yazmamistir. Matematikte adet oldugu tizere
bir baska problemle zevk i¢in ugrasirken aklina gelen
fikirleri takip etmistir.

Kalmanin aklina Marden’in kitabindaki Siebeck’in
teoreminin (Teorem 4.2) dodgru ispatint ilham eden
problem yine polinomlarla ilgilidir.

Bir polinomun koklerinin aritmetik ortalamast, po-
linomun tlarevinin koklerinin aritmetik ortalamastyla
aynidir.

Bunu ispatlamak i¢in biraz ugrasin, bakalim size ne
ilhamlar gelecek.

Bol sanslar.
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