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osyal medyada gezinirken

tanidik birinin “6nerilen

kisiler”’de karsimiza
¢tkmast, navigasyon cihazimizin
sehirdeki karmasik yollar
arasinda saniyeler i¢inde en
kisa rotayt bulmast veya muzik
uygulamasinin tam da zevkimize
uygun ¢alma listesi olusturmast
gibi bircok durumda perde
arkasinda calisan sasirtict bir
matematik var: Cizge Kuramu.

Cizgeler, noktalar ve bu

noktalart birlestiren ¢izgiler ile
gorsellestirilen matematiksel
yapilardwr. ilk bakista oldukea
basit goziikseler de aslinda sosyal
aglardan ulasum sistemlerine
bilgisayar bilimlerinden biyolojiye
kadar pek ¢ok karmasik yapinin
modellenmesinde ve analizinde
kullanilabilecek kadar gugliiler.

Cizge Kurami
Nedir?

Cizge kurami, nesneler arasindaki
verilen matematiksel yapilar
kullanarak inceler. Cizgeyi bir
problem durumunun soyutlanmis
hali olarak dustinebiliriz. Bu
soyutlama sayesinde karmastik
yaptilar daha anlasilir hale geliyor.

Cizgeler, problem durumuna gore
farkl sekillerde temsil edilebiliyor.
Gorsel bir ¢izge gosteriminde kose
veya digum olarak adlandirilan
noktalar genellikle kisiler, sehirler,
web siteleri gibi 6geleri temsil eder.
Koseler arasindaki baglantilar kenar
olarak adlandinlur ve genellikle
cizgiler veya yaylarla temsil edilir.
Kenarlar, koseler ile temsil edilen
Ogeler arasindaki iligkileri veya
etkilesimleri gosterir. Bir kdseden
¢izilen kenar sayisina o kosenin
derecesi denir. Ornegin bir grup
insan arasindaki arkadaslik iliskisini

gosteren sekildeki ¢izgede kisiler
koselerle, arkadaslik durumu ise
kenarlar ile temsil ediliyor. Cizgeye
baktigumizda her kdsenin derecesi
bize o kisinin kag tane arkadast
oldugunu gosteriyor.

Altr kisilik bir grupta arkadashk iliskilerini
gosteren bir gizge

Cizge Kurami
Nasil Ortaya
Ciktr?

Cizge kuramt, oldukea fazla
uygulama alant olmasinin yant sira
ortaya ¢ikis hikayesi ile de ilgi ¢ekiyor.
Basrolde matematige katkilart
saymakla bitmeyen Leonhard Euler
var. Bu muhtesem bilim insanumn
“Konigsberg’in yedi koprusu” olarak
adlandirian bir problemin ¢dztimi
icin gelistirdigi yontem, cizge
kuramnin temellerini attl. Euler’in
zamaninda, Prusya'nin Kénigsberg
(guntmuzde Rusya sinurlart icinde
yer alan Kaliningrad) kentinde
sekildeki haritada gérindugu gibi
bir nehrin iki kolu arasinda kalan iki
ada ve adalan birbirine ve diger kara
parc¢alarina baglayan 7 tane kopru
vardt. Problem suydu: Sehrin yedi
kopristinin her birinden yalnizca
bir kez gecerek bir yuriyus yapmak
mumkin ma?
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“Konigsberg’in yedi kopriisi” problemine

konu olan sehrin planindaki 7 adet kopru yesil renk ile belirtilmistir.

Euler, 1736 yilinda mantik
bulmacalarina benzeyen bu
problemin ¢6zimi ile ilgili

bir yazi yazdi. Yazisinda bu
problemin herkesce bilindigini ve
su ana kadar boyle bir yuriyus
yaptlabilecegini kimsenin iddia
edemedigini duydugunu soyleyen
Euler, boyle bir yuriiyisun
mumkin olmadigunt kanitladt ve
problemi genellestirerek boyle
bir ylirtiytusin hangi kosullarda
saglanabilecedini ortaya koydu.

Euler, bu soruyu

¢Ozebilmek i¢in

kentin yapisint

soyutlayarak

bir “¢cizge” olusturdu. Bu ¢izgede
kara par¢alar noktalarla, kopriler
de cizgiler ile temsil ediliyor.
Burada noktalarin konumlart veya
¢izgilerin nasil ¢izildiginin bir
Onemi yok, sadece her kosenin
kag kenar ile diger koselere

bagli oldugu 6nemli. Dolay1st ile
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bu soyutlama, sadece problem
icin Onemli olan Ozelliklere
odaklanmayt sagliyor.

Bu problemin ¢6zim, ¢izgelerin
nasul kullanilabilecegini gosteren
ilk matematiksel ¢alismalardan

biri olarak kabul ediliyor. Euler’in
bu alandaki ¢alismalart daha

sonra Kazimierz Kuratowski,

Paul Erdds ve Dénes Konig gibi
matematikgilerin katkilaryla
genisledi. Cizge kurami, zamanla
hem nesnelerin sayilmast ve
diizenlenmesiyle ilgilenen
kombinatorik hem de sekillerin
konumsal iligkilerini inceleyen
topoloji alanlar ile baglantilt
sekilde ilerledi. Bilgisayar biliminin
gelisimi ile de ¢izge kuramt bu
alanda 6nemli bir rol oynamaya
basladt. Glinumiizde ise yapay zeka
¢alismalarinda kullanilan ¢izge
sinir aglart (graph neural networks)
gibi 6nemli uygulama alanlart ile
on plana ¢ikiyor.

isvicreli matematikgi ve fizikgi
Leonhard Euler (1707-1783)

Cizge Tiirleri

Cizge kuraminda farkl 6zelliklere
sahip ¢izge turleri bulunuyor.
Baslica turleri kisaca inceleyelim:

iki Parcal Cizgeler
(Bipartite Graphs)

Bu tur ¢izgelerde koseler iki farklu
kiimeye ayrilabilir ve aynt kiime
icindeki koseler arasinda kenar
bulunmaz. iki parcal izgeler
calisanlara gorev atama, 6grenciler
ve aldiklan dersler gibi eslestirme
problemlerinde, dijital platformlarda
kullanici-6ge iliskilerini incelemede
ve sosyal ag (kullanicilar ve gruplar
arasindaki iligkiler) analizleri gibi
durumlarda kullantyor.

Fizik

Bilgisayar

S1 Matematik

Ogrenciler ve derslerin eslestirildigi
iki pargali bir gizge



Baglantil Cizgeler
(Connected Graphs)

Her iki kose arasinda bir yol
bulunabilen ¢izgelerdir. (Ornegin
A ve B, B ve C, C ve D koseleri
arasinda kenar varsa A’dan D’ye
bir yol var diyebiliriz.) Baska bir
deyisle baglantil ¢izgelerde hicbir
kose kopuk degildir: Her kose
birbiriyle dogrudan ya da dolaylt
olarak baglidir. Bu tur ¢izgeler,
sosyal aglarda bireyler arasindaki
iliskileri, ulasum sistemlerinde
sehirler arasi yollart, internet ve
bilgisayar aglarinda veri iletim
yollariny, elektrik sebekelerinde
enerji dagitimium ve biyolojik
sistemlerde gen ya da protein
etkilesimlerini modellemek i¢in
kullaniliyor.

Baglantil bir ¢izgede her bir kdseye herhangi
baska bir kdseden ulasmak mimkiin

Yonli Cizgeler
(Directed Graphs)

Kenarlarin belirli bir yonu

olan ¢izgelerdir. Nesneler arast
iliskilerin tek yonli oldugu
durumlarda sira, akis ve
nedensellik iceren sistemlerin
analizinde yonlu ¢izgeler
énem tastyor. Is akislar, iiretim
suregleri, yazilum gelistirme

adumlart gibi zaman ve sira
iliskisine dayalt sistemler, ulasim
aglarinda tek yonlu yollar,
elektronik devrelerdeki sinyal
akist ve dersler arast 6n kosul
iliskileri bu tur ¢izgelerle temsil
edilebiliyor.

Diizlemsel Cizgeler
(Planar Graphs)

Kenarlar birbirini kesmeden
diizlemde cizilebilen ¢izgelerdir.
Harita renklendirme problemleri ve
devre tasarimlarinda kullaniliyor.

Agirhikh Cizgeler
(Weighted Graphs)

Her kenarn bir agurlik degeri
tasidigu gizgelerdir. Bu deger,
genelde mesafe, maliyet, zaman
veya kapasite gibi dl¢imleri
temsil ediyor. AGulikh gizgeler, en
kisa yol ya da en ucuz rota gibi
optimizasyon problemlerinde
kullaniliyor. Ornegdin harita
uygulamalarinda sehirler arast
yollarin uzunlugu ya da trafik
yogunlugu agurlik olarak ¢izgeye
ekleniyor. Lojistikte dagitum
yollarimin maliyeti, elektrik
sebekelerinde hatlarin kapasite ve
direng bilgileri de ¢izgelerde agulik
olarak kullanilabiliyor.

Agag Cizgeler
(Tree Graphs)

Herhangi iki digiim arasinda
yalnizca tek bir yol bulunan
¢izgelerdir. DOngu icermeyen ve
baglantil olan bu tur ¢izgeler

ile hiyerarsik yapilar temsil
edilebiliyor. Bilgisayar biliminde
dosya sistemleri, yapay zekdda karar
adagclart ve genetikte soyadaglart
gibi bir¢ok alanda aga¢ yapular etkili
bir sekilde kullantliyor.

Adag yapisinda bir gizge

Cizge
Kuraminda
Dort Onemli

Problem

KOpri (Euler Turu)
Problemi

Euler’in Konigsberg kopriileri
problemi, bir ¢izgede tiim kenarlarin
sadece bir kez kullanilarak bir
¢izgeyi dolasma problemi olarak
bilintyor. Her kenarin yalmzca bir
kez gecildigi yol Euler yolu olarak
adlanduthyor. Eger bu yol, basladigt
noktada bitiyorsa yani ¢izgedeki
tim kenarlar bir kez kullanilarak
bir déngt olusturuyorsa buna Euler
turu deniyor.
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Euler’in KOnigsberg’in yedi kopriisti probleminin sematik olarak gosterimi

Kopru probleminin optimizasyon
iceren bir uygulamast ilk olarak
Mei-Ko Kwan isimli geng bir Cinli
matematikei tarafindan ele alindi

ve bu problem daha sonra onun
onuruna Cinli postact problemi
olarak adlanduridi. Problem,
postacimn bir sehirdeki tiim yollar,
katettigi toplam mesafe en az olacak
sekilde, kapsayarak dagitim yapip
postaneye geri donmesi ile ilgili.
Codu zaman sehir aglan Euler turu
icermez. Bu durumda baz yollar
ikinci kez gegilerek tiim yollar
kapsantr. Yani Cinli postact problemi,
Euler turunun mimkiin olmadigt
durumlarda en az tekrar ile tim
kenarlar kapsayan bir rota bulmayt
amagclyor. Ginumuzde Euler yollart
ve turlan, sehir temizlik araclarinin
rotalarinin belirlenmesi, kar

kireme ve ¢Op toplama planlamast,
robotlann alan tarama gorevleri gibi
pek ¢ok alanda, her yolun en az bir
kez gecilmesi gereken gorevlerde
kullanthyor.
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Dort Renk
Teoremi

Cizge kuramwnn ilging
problemlerinden biri,

dizlem Uzerinde ¢izilen bir
haritay: renklendirmek i¢in
komsu bélgelerin ayni renge
boyanmamast kosuluyla kag¢ renk
kullanilmast gerektidi ile ilgiliydi.
1800’1t yillarda bunun i¢in dort
rengin yeterli olacagt iddiast
ortaya atildi. Bu durum duizlemsel
cizge ile temsil edildiginde iddia,
“duzlemsel cizgelerde koseler,
aralarinda kenar olan koseler

aynt renge sahip olmayacak
sekilde en fazla dort farkl
renkle renklendirilebilir”
olarak ifade edilebilir. Yuz
yilt askin bir stire sonra
1976’da Kenneth Appel ve
Wolfgang Haken, binlerce
durumu bilgisayar yardimiyla
inceleyerek bu iddiayt
ispatladl. Dort renk teoremi,
hem herkesin anlayabilecedi
kadar basit bir ifadesi

olmast hem de ispatinin
karmasikligt ve bilgisayar
destekli ilk buyuk ispat
olmast nedeniyle matematik
dinyasinda 6nemli bir yere
sahiptir. Ginumuzde cografi
haritalarin renklendirilmesi,
mobil haberlesme
sistemlerinde frekans
planlamast, Gniversitelerde
sinav zaman ¢izelgelerinin
olusturulmast, is planlamalart
ve gOrev atamalart, veri
gorsellestirme gibi birbirine
bagl birimlerin ¢akismamast
gereken pek ¢ok durumda
dort renk problemi yaklasimt
kullaniliyor.

Turkiye haritasinda bolgelerin 4 renk ile gosterimi



Hamilton Yolu
Problemi

Cizge kuraminda 6nemli bir

yer tutan bu klasik problem, bir
¢izgede her koseye yalnizca bir
kez ugrayarak ¢izgedeki tim
noktalart dolasan bir yol bulunup
bulunamayacagum tartisir. Bu

tur bir yola Hamilton yolu denir.
Eder yol baslangi¢ noktasina geri
donuyorsa Hamilton dongusu
adunt alir. Hamilton yolu problemi
Ozellikle rota planlama, veri
aglarinin optimizasyonu ve devre
tasarumt gibi bir¢ok durumda
karsimiza ¢ikiyor. Ornedin bir
robotun bir fabrikanin her
bélumuinu bir kere ziyaret ederek
gorevini tamamlamast, bir
kargonun tim adreslere ugrayip
son teslim noktasina ulasmast

ya da bir seyahat rotasinda

tum sehirlerin yalnizca bir kez
ziyaret edilmesi gibi senaryolar,
Hamilton yolu mantigiyla
modellenebiliyor.

Kaynaklar

Hamilton yolu, optimizasyon
alaninda ¢ok arastirilan gezgin satict
probleminin de temelini olusturuyor.
Bir saticinin belirli sayida sehri her
birine yalnizca bir kez ugrayarak en
kisa toplam mesafeyle dolasmasint
inceleyen bu problem, Hamilton
yolunun varligunin yam sira en

kisa yolu bulmakla da ilgilenir. Yani
saticinin rotast agirlikl bir cizge ile
temsil edilir.

Alt Cizge izomorfizm
Problemi

Cizge kuraminda 6nemli bir
eslesme problemidir ve su temel
soruya odaklanur: Bir buiyuk

¢izge icinde verilen daha kugik
bir ¢izgeye izomorf bir alt ¢izge
(¢izgenin bir pargast) bulunabilir
mi? iki ¢izgenin “izomorf” olmast
aynt baglanti yapisina sahip olmast
demektir yani koseler farkl adlarla
gosterilse bile baglantilarin sekli
aynudir. Alt ¢izge izomorfizm
problemi, 6zellikle veri yapilart

ve ag analizlerinde karsimiza

¢ikiyor. Sosyal ag analizlerinde,
bir sosyal agda belirli bir kullanict
etkilesim yapisinin var olup
olmadidt arastuilirken veya

bilgi guivenliginde kotli amagh
yazilimlarin davranis desenlerini
temsil eden ¢izgelerin sistem
aktiviteleri i¢cinde tespit edilmesi
gibi durumlarda kullanihyor. Bir
molekilde belirli bir kimyasal
yapt oruntiisinin bulunup
bulunmadigi bu yontemle
inceleniyor.

Cizge kuramy, ilk bakista basit
gorunen ancak ¢ok genis bir
uygulama alanina sahip olan
gugli, matematiksel bir arag.
Euler’in kopri probleminden
gunumuz yapay zeka
algoritmalarina kadar uzanan bu
kuram, karmasik sistemleri analiz
etmemizi ve optimize etmemizi
sagliyor. Gunluk hayatimizdaki
bir¢ok sistem, gériinmez bir ag ile
birbirine baglh ve ¢izge kuramt bu
baglantilart anlamamiza
yardumct oluyor. l
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