UCGENLERIN DUNYASI - 1

MENELAUS VE CEVA
TEOREMLERI

Uc kenarli kapali bir cokgenden na-
sibini almayan azdir. Ucgenden bahse-
diyoruz. Herkesin hayatina bir parca
renk katmayr basaran basit ama kar-
masik sekilden. Béyle basit gortndsli
bir sekilden bu kadar cok matematik
cikmasi matematikgileri de sasirtmiyor
degil. Tarihi cok eskilere dayanmasi ve
basit gériinmesine ragmen t¢genle il-
gili hala glin 1s18ina ¢cikmamis bilgiler,
cevaplanmamis sorular var.

Oncelikle sunu belirtmekte fayda
var ki bu yazimizda Oklid geometrisin-
de tarif edilen ticgenden bahsedecegiz,
yani ic¢ acilar1 toplam1 180° yapan tic-
gen. Bdyle bir ticgen olusturmak icin
dizlemde dogrusal olmayan 3 nokta
bulmak yeterli. Bu tic noktayr dogru
parcalariyla birlestirdigimizde bu mes-
hur sekli elde etmis oluruz. Béylelikle
licgenin seriiveni baslar. Ise onun 4
onemli noktasindan bahsetmekle bas-
layabiliriz. Gerci tcgen bolca ilging
noktaya sahip olmakla Gnld bir sekil-
dir ama dort tanesi vardir ki bunlari iyi
anlamak gerekir.

Noktalar

Oklid Geometrisi icin unutmamamiz
gereken gerceklerden biri, iki noktadan
yalnizca bir dogru gectigi gercegidir.
Bu tiir bir ifadeyi cembere uygulayacak
olursak su gercekle karsilagiriz:

“Dogrusal olmayan 3 noktadan yal-
nizca bir cember gecer”

Ucgenimizi cizmeye dogrusal olma-
yan 3 noktayla basladigimiza gére belir-
ledigimiz bu ti¢c noktadan yalniz ve an-
cak bir cember gecirebilecegimizi bir
onceki gercekten gric alarak séyleyebili-
riz. Iste bu cembere ticgenin cevrel
cemberi denir ve ¢cemberin merkezi s6-
zind etigimiz 4 noktadan birini olustu-
rur. Diger (¢l ise kenarortaylarin, agl-
ortaylarin ve yiiksekliklerin kesim mer-
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kezi olan noktalardir.

Bu g i¢in sasirtici olan durum su-
dur: nasil olur da 3 kenarortayin, agior-
tayin ya da ytksekligin 3’ birden (ayri
ayr1) tek bir noktada kesismeyi basarir,
hem de her ticgende?!! Kimseyi bu bil-
giye bir iki ticgendeki denemeyle inan-
diramazsiniz, inandirmanin tek yolu is-
pati sunmaktan gecer.
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Benzerlik yardimiyla iki kenarorta-
yin kesistigi yer olan G noktasi ile yazil-
mis oran 1/2 seklinde bulunur. Benzer
sekilde her kenarortay ikilisi icin bu
oranin ayni oldugu gosterilebilir. Bura-
dan da ti¢ kenarortayin G noktasindan
mutlaka gectigi yani bir noktada kesis-
tigi sonucuna variyoruz (bu size yete-
rince acik gelmediyse problemin kalan
kismini birazdan gostericegimiz Ceva
Teoremi ile bitirebilirsiniz) Aclortay ve
yiksekliklerin de kendi aralarinda ke-
sismelerinin yamsira “ticgende iki kose-
ye ait disaortaylar ve diger koseye ait
icaciortay da daima tek bir noktada
kesisir” seklinde bir teorem de var.

Menelaus ve Ceva

Pek cok disiplin cok calismay: gerek-
tirir. Ama bu ¢ok calismanin da bir tani-
mi1 olmali. Eger konunun ortasindan da-

lip yiksek basari elde etmeyi hedefli-
yorsaniz fazla umutlanmayin. Enerjiniz
sizi idare edip yiikseklere cikarsa bile
temeldeki eksiklikler bir stire sonra
kendini gosterecek ve en tepeye, zirve-
ye cikmaniza bir sekilde engel olacak-
tir. Bu durum geometri icin de gecerli.
Cogu zaman c¢6ziilmemis bir problem
duydugumuzda onu ¢6zmek icin ugras-
maya baslar, saatlerimizi harcariz. Oysa-
ki o problemin aslinda biraz ytiksek bir
basamakta oldugunu kabul etmek zor
gelir. Hentiz temel bilgilerimiz tam de-
gildir ve biz bu bilgileri tamamlamaya
lisenmekteyizdir! Ama highirsey icin
gec degil. Tekrar motive olmak icin bi-
raz sohbet etmemiz yeterli olabilir. So-
mut 6rneklerle baslayalim.

Geometriye biraz ilgi duymussaniz
Ceva ve Menelaus teoremlerini hatirlar-
siniz. Once bu iki teoremi birada gore-
lim.

Menelaus Teoremi: U,V,Y noktalari
ABC t¢geninin sirayla BC,CA,AB dog-
rulari tizerinde birer nokta olsun (nok-
talar A,B,C noktalariyla cakismasin). Bu
tic nokta dogrusaldir yalniz ve ancak
UB VC YA

=+
UC VA YB
esitligi saglanirsa.

Ceva Teoremi: U,V,Y noktalar1 ABC
icgeninin sirayla BC,CA,AB dogrulari
lizerinde birer nokta olsun (noktalar
A,B,C noktalariyla cakismasin). Olusan
AU, BV ve CY dogrulari kesisir yalniz
ve ancak
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Geometri derslerinden iyi bilinen bu
iki teoremi burada masaya yatirmami-
zin birkac énemli nedeni var. Bunlar-
dan ilki geometri teoremlerini matema-
tiksel ifadeye dékmenin dikkat gerek-
tirdigini vurgulamak. Yani yillar sonra
Ceva teoremi sekliyle aklinizda kalmis
olabilir ama bu teoremi formal olarak
yazmakta bir hayli zorlanabilirsiniz. Is-
te bu, geometriden ziyade matematik
egitimimizdeki acgiktan kaynaklanir.
Aklinizdaki herhangi bir tanimi ya da
teoremi formal bir ifade olarak yazma-
y1 deneyin. Eger zorluk yasiyorsaniz
bundan sonra tanimlara ve temel nok-
talara daha dikkatle egilmelisiniz.

Bu iki teoremi karsimiza aldigimiz-
da goze carpan diger bir nokta da teo-
remlerin ifadesinin hayret edilecek bir
sekilde birbirine benzemesi. Sanki ayni
hipotezleri sunup farkli sonugclara vari-
yorlar. Yoksa siz aradaki farki hentiz
goremediniz mi ? Itiraf etmek gerekir-
se bu farki gorebilmek biraz zor. Figir-
leri takip etmeyi deneyin. Bir de dogru
parcalarinin yonli oldugunu unutma-
yin. Bunu vurgulamak icin carpimi 1’e
degilde +1’e esitledik (aym sey!). Sayet
dogru parcalarindan birinin yéntind
degistirmis olsaydik sonug -1 de ¢ikabi-
lirdi. Yani rasgele BU yerine UB yaza-
mayiz clinkii BU = -UB.

Ayrica AB dogrusu tizerinde bir
noktadan bahsedildiginde onun ti¢gen
lizerinde olmasinin sart olmadigini da
hatirlayin, AB’nin uzantisinda ama tg¢-
gen disinda olabilir, Menelaus teoremi-
nin figtiriinde goéraldiaga gibi.

Vurgulamak istedigimiz diger bir
nokta da birbirine bu kadar benzeyen
iki teoremin arka arkaya kesfedilme-
mis olmasi. Aralarindaki yakinliktan
dolay1 béyle oldugunu distinenler ¢ok,
ama durum éyle degil. Biri digerinden
tam 1600 yil daha gen¢. Geng olan ise
Menelaus’un teoremi. 17. ytizyilda ya-
sayan Ceva, Menelaus’un teoremini in-
celedikten sonra bu teoremi yaziyor.

Bu zaman farki kesinlikle birisinin ko-
lay digerinin zor ispatlanir olmasindan
kaynaklanmiyor. Neden kaynaklandigi-
n1 sorarsaniz akla gelen tek cevap insa-
noglunun goézinden kacmis oldugunu
séylemek olur. Ceva teoremi gibi olaga-
Ustd kullanigh ve kaliteli bir teoremin
kesfedilmek icin bu kadar yil bekleme-
si oldukca sasirticl. Ispatin basitligini
goren daha da hayrete distiyor. Ama
yine de bu durum olduk¢a umut verici.
Ne de olsa ticgenin icinde hala buluna-
bilir basitlikte ama yiiksek kalitede kes-
fedilmemis bagintilar olmasi mimkiin
ve dahast bu bagintilar1 kesfedenlerden
biri olmaniz igten bile degil.

Madem tekrar geometri calismak
icin motive olmaya calisiyoruz belki de
en iyi baslangic bu teoremlerin ispatla-
rin1 bastan kesfetmeyi denemek olur;
tabi geometri displinini hakkiyla 6gren-
meye calismaksa isteginiz. Ustelik biz-
den ytzyillar 6nce yasayanlar bu teo-
remleri bulduysa ve bizlerin onlardan
fazla matematik bilgisine sahip oldugu-
muz da dikkate alinirsa bu ifadeleri is-
patlamamiz zor olmamali. Teoremler-
den birinin ispatin1 burada verelim.
Ama okuyucumuzdan ikisinin de ispati
lizerine biraz calismasini ve ispatimizi
Oyle incelemesini rica ediyoruz.

Ispat (Menelaus)

Once U,V,Y noktalarmin dogrusal
oldugunu kabul edip
UB VC YA
=41

UC VA YB

esitliginin oldugunu géstermeye cali-
salim. Eger bu noktalar dogrusalsa sek-
limiz s6yle olur:

yapacagimiz ilk hareket U,V,Y nokta-
larinin tzerinde bulundugu dogruya
B’den bir paralel cizmek. Burada pek
cok kisinin sorusu béyle bir dogruyu ciz-
meyi nasil akil edecegimiz olacaktir. Bel-
ki inanmayacaksiniz ama temelden calis-
manin herseyi yavas yavas kavramanin
bir getirisidir bu. Beyniniz gézlemledik-
lerini bir stire sonra aligkanlik haline ge-
tirip uygulamaya baslayacaktir. Bir geo-

metri sorusuna baktiginizda paralel ¢iz-
mek, cizgi eklemek bir slire sonra oto-
matik olarak yapacaginiz bir islemdir.
UB VC YA
Ispata devam! Simdi UC VA YB
carpimimin kac olduguna bir bakalim.
Thales’in temel oranti teoremini hatir-
UB VZ

larsaniz figtirden uc vc esitligini
rahatlikla goreceksiniz. Ayni sebepten
YA VA

YB  VZ dir. Simdi bu esitlikleri ifade-
mize yerlestirirsek:
UB VC YA_VZ VC VA _,

UC VA YB VC VA VZ

Ispatin tek yont tamamlanmustir. Di-
ger yontine gelince

Bu sefer esitligimizin varoldugunu
farzedip noktalarin dogrusal olduguna
ulagsmaya calisacagiz. Burada kullana-
cagimiz teknik biraz farkli. Farzedelim
ki UY noktalar1 ile V noktasi es dogrul-
tulu degil. Oyleyse UY, AC dogrusunu
farkli bir noktada kesecektir. Bu nokta-
ya V’ diyelim:

Y,

ispatin ilk kismindaki argiimanlardan
UB V'C YA _

dolay1 UC V'A YB olacaktir. Eli-

mizde baslangicta dogru kabul ettigi-
UB VC YA _,

miz UC VA YB esitligi var. Bu
v'c vc

iki denklemden V'4 VA esitligini el-

de ediyoruz ki bu da I’=V anlammna ge-

liyor ve ispat1 bitiriyor.

Ceva’nin ispatin1 size birakiyoruz.
Ipucu isteyenlere bir yén icin iki Mene-
laus kullanmayi, diger yon icin de az
onceki ispat1 gézden gecirmelerini tav-
siye edebiliriz. Ama bunlarin tek yol ol-
madigini unutmayin.

Uc dogrunun kesismesi ve Uc nokta-
nin dogrusal olmasi tzerine kurulmus
birbirini tamamlayan bu iki teoremle
simdilik ticgenlerin dilinyasina sadece
giris yaptik. Ontimtizdeki ay bu diinya-
nin biraz daha derinliklerine dalacagiz.
Bu diinyada kesfedilmeyi bekleyen da-
ha cok sey var.

Niltifer Karadag
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Bere B wlisirn Lar

Bir Daire ile I¢ Teget
Ucgenin iliskisi Uzerine

Merhaba,

Ben Robert Kolej’de 9. sinif 6grencisiyim. Derginizde boyle bir
kosenin olmasini firsat bilerek yaklasik iki sene 6nce yaptigim fakat
ardindan bir cekmeceye kaldirdigim bu calismay: degerlendirmeniz
icin size yolluyorum...

Sekilde gortildtigu gibi kenarlari @, b ve ¢ olarak adlandirilmig
bir ticgen, icinde bulundugu dairenin yaricapi (r) tarafindan hayali
olarak tg kiictik ikizkenar ticgene boliinmiis durumdadir. Her bir
ikizkenar ticgenin tabanina dik inen yuksekliklere sirasiyla ha,, A,
ve h. denmistir. A i¢ teget ticgenin alanini, C ise ayni tiggenin cev-
resini temsil ediyor.

Dik ticgendeki Pisagor bagintilarindan faydalanarak ytikseklikle-
ri ait olduklari kenarlar ve dairenin yaricapi cinsinden yazabiliriz.

\r-(al2) = (N4r-a)/2 = h,
\r-(b/2) =(~\4r-b)/2=h,
Nr(cl2) =(\4r-c))2=h,

Buradan yola ¢ikarak ikizkenar ticgenlerin alanlarini icinde 4 ifade-
si olmayacak bicimde yazabiliriz.

(aN4r-a )4 = A,
(b\N4r-b )4 = A,
(c\4r-c )/4=A,

Elimizdeki ikizkenar ticgenlerin alanlarini tanimlayan bu for-
miilleri birlestirerek btiyiik ticgenin alanini degisik bir yoldan ifade
edebiliriz.

A=A, + A, +A —[(a4r-a )+ (b\4r-b )+ (c\l4r-c )14

Bu adimda elde edilen sonug tiim t¢genler icin gegerli olabilir;
fakat takip eden adimlarda ilgilendigimiz ticgenin bir eskenar tiggen
oldugunu kabul edecegim ve ortaya cikan sonug sadece eskenar tig-
genlerle alakali olacak. Baska bir deyisle, biraz énceki tiggenin tim
kenarlarinin ve ytiksekliklerinin esit olduklarini varsayarak ilerleye-
cegim. Ucgenimizin yiiksekliginin ikizkenar ticgenlere ait bir yiik-
seklik ile ticgenin karsi kosesinden gelen dairenin yaricapinin top-
lami cinsinden yazilabilmesi icin bu ikisinin ile ayni dogrultuda ol-
masi gerekir ki bu kosul, acilardan faydalanarak ispatlanabilecegi
gibi, ancak ticgen eskenar olursa saglanabilir.

(r+h)a (r+h)b (r+h)c
2 2 2

[r+(~4r-a)/2]la _ [r+(~N4r-b)/2]b _ [r+(«4r-c)/2]c _
2 2 2

A

A

lar+ (aN4r-a )/2]/2=ar/2+ (a4r-a )[4 =ar/2+ A, = A
[br + (b\4r-b )12]/2=br/2+ (bN4r-b )/4=br/2+ A, = A
[er+(cNdr-c )/21/12=cr/2+ (cN4r-c )/d=cr/2+ A = A

Bu formiil kullanilarak eskenar ticgenin alani farkl bir yoldan he-
saplanabilir. Bununla birlikte eger cevreyi ve yaricapi eskenar tigge-
nin bir kenari olan a cinsinden yazarsak bu formiil tizerinden eske-

nar ticgenlerin alanlarini bulurken genelde bagvurulan alan formii-
ltnd tiretebiliriz.

@2 ,_ a3 ve (=3a ise;
3 3

Dairenin yaricapi ve ticgenin ¢evresine karsilik gelen bu deger-
leri 7' % C = 4A’ya yerlestirirsek,

a3

——x3a =44
3

seklinde ifade edebiliriz formultimtiz.

Nihayet, bunu da A’y1 tek basina birakacak bir bigimde yeniden
diizenlersek eskenar ticgenin normalde kullanilan alan formltint
elde etmis oluruz:

a*\3
4

Izledigimiz bu yontem bir eskenar ticgenin alan formdiliiniin,
normalde kullanilan yol olan yiikseklik ile yiiksekligin dik indigi ta-
banin carpimini ikiye bélmenin disinda, ticgenin cevresi ve icinde
bulundugu dairenin yaricapi kullanarak da tiiretilebilecegini kanit-
lar. Bu yontemin eskenar ticgenlerin alan formiiltine ulasma yolun-
da yeni bir yaklasim olabilecegini zannediyorum. Ayrica

rXx C =44 formuliintin 6zgun bir bulgu olup olmadigini da
merak ediyorum. Degerlendirirseniz sevinirim. Tesekktirler.

A=

Alper Ozmumcu

Tam da geometri de kavramlari tekrar
inceleyip, tlizerinde calismamiz gerekti-
ginden bahsederken Alper arkadasimizin
mektubu bize 6rnek oldu. Geometride
pek ¢ok formtl ifadeleri bu tarz esitlik-
lerle oynanarak ortaya cikariliyor. Ama
bazen de ifade kisir dongtiye girebiliyor
ve yeni birseyler bulmaktan uzak kaliyor.
Okuyucumuzun ifadesi 6zglin bir bulgu
degil. Aslinda eskenar ticgende hersey
tekbir degiskenle idare edildigi icin tek
degiskenli alan formtliint kullanmak ye-
rine 2 degiskenli (r ve C) alan formulint
kullanmak cok pratik olmaz. Ustelik bu
degiskenler de (r ve C) a cinsinden ifade
edilebiliyor. Ozgiin bir alan formiilii de-
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yince akla Heron’un formiilti gelebilir:

I

Yiikseklik uzunlugunu bilmedigimiz
sadece ticgenin kenar uzunluklarini bil-
digimiz durumlarda bu formtile basvu-
ruruz. Hazir yeri gelmisken geometri
meraklilarina bu formdliin cikist tzeri-
ne calismalarini tavsiye edelim. Alper ar-
kadasimiz da calismalarini devam mutla-
ka devam ettirsin. Gértinen o ki kendisi
temelini saglam tutmus ve calismaya gii-
zel bir noktadan girmis. Bir yerlerde 6z-
glin bir formtil ¢ikarmasi hi¢ de sasirtici
olmaz.

Kendi yaptiklarinizin yani sira mev-
cut calismalar1 da incelemeyi unutma-
yin. Baskalarinin yapitlarini incelemek
size 151k tutabilir.

Niliifer Karadag
karadagnilufer@yahoo.com

Eder siz de kaydettiginiz onemli bir bulgu
oldugunu diistiniiyorsaniz dergimize gonde-
rin ve onu sizin icin degerlendirelim. Adre-
simiz:

TUBITAK Bilim ve Teknik Dergisi,
Bulusumu Degerlendirin Kosesi,
Atatiirk Bulvari No:221
Kavaklidere-ANKARA






