
Varsayal›m ki bugün sizin için
uzun ve yorucu bir gündü, neyse ki
bitti. Bir parça dinlenebilmek için
koltu¤unuza flöyle bir oturdunuz. Ne
kadar yorulmufl oldu¤unuzu ancak o
zaman gerçekten anlayabildiniz.
Hem dinlenip hem de keyifli vakit ge-
çirebilmek için elinize derginizi al›p
okumaya koyuldunuz. ‹flte tam bu s›-
rada kap› çald›. Bulundu¤unuz nok-
taya yaklafl›k 10 metre uzakl›kta bu-
lunan kap›ya gidip onu açmak o an
için yeryüzündeki en zor ifl olsa ge-
rek.

Genelde pratik düflünmekten ya-
na olan beyniniz bu sefer tam aksine,
içinizdeki üflenme dürtüsünün bask›-
s›yla olsa gerek, ortaya teorik düflün-
celer atmaya bafllad›:

“Varsayal›m ki kap›y› açmak
üzere yerimden kalkt›m ve ilk ham-
lemi yaparak 10 metrelik yolun ya-
r›s›n› gittim. Daha sonra geriye ka-
lan 5 metrelik yolun da yar›s›n› git-
tim ve geriye 2,5 metrelik yolum
kald›. Bu yolun da yar›s›n› gitmeyi
baflarsam bile geriye her zaman bir
miktar yolum kalacak ve kalan yo-
lu asla s›f›rlayamayaca¤›m. Sonuç
olarak kap›ya ulaflmam mümkün
de¤il, yerimden kalkmama gerek
yok!” 

Tam noktay› koymufltunuz ki aç-
l›k hissiniz, üflenme dürtünüzü bas-
t›rmaya bafllad›. Kap›ya gelenin size
yemek getiren iyi bir arkadafl›n›z ola-
bilece¤i düflüncesine kap›ld›n›z. Ama
beyniniz az önce kendi kendini kan-
d›rmak için oynad›¤› oyuna o kadar

inand› ki geri ad›m atman›n yolunu
bulmak kolay olmad›:

“Varsayal›m ki yanl›fl hesaplama
sonucu asl›nda 10m olan kap› ile
aramdaki mesafenin 20m oldu¤unu
düflündüm. O zaman ilk hamlede
yolun yar›s›n› yani 10m yolu gider
kap›ya tek hamlede var›r›m!”    

‹flte flimdi kap›ya varaca¤›n›za ik-
na oldunuz ve gerçekten de oturdu-
¤unuz yerden kalk›p kap›ya gittiniz.
Aç›p bakt›n›z ki kimsecikler yok. Siz
düflünürken kap›daki misafir gitmifl
olmal›! Bu durumun suçlusu mate-
matik mi dersiniz?

Zenon’un Meflhur 
Paradoksu

Zenon’a göre teorikte, az önce an-
lat›lan örnekte oldu¤u gibi, koltuktan
kap›ya gitmek imkans›zd›r. Hatta ha-
reket etmek imkans›zd›r çünkü kap›-
ya gidecek kifli önce ilk 5 metreyi git-
meli ve bu 5 metreyi gidebilmek için
önce onun yar›s› olan 2,5 metreyi git-
meli ve beklendi¤i üzere bu 2,5 met-
relik yolu da gidebilmesi için önce
onun yar›s›n› gitmeli. K›sacas›, b›ra-
k›n yolu tamamlamay›, bulundu¤u
yerden bir arpa boyu ileri gitmesi bile
imkans›zd›r ve bu nedenle hareket im-
kans›zd›r. M.Ö. 450’lerde yaflam›fl
olan Zenon’un, 40 tane paradokstan
bahsetti¤i kitab› günümüze kadar
ulaflm›fl olmasa bile pek çok farkl›
kaynak sayesinde onun hakk›nda bil-
gi edinebiliyoruz. Bu 40 paradokstan

süreklilik ve sonsuzla ilgili olan 4’ü (2
tanesini henüz aç›klad›k), matematik
aç›s›ndan oldukça önemli çünkü bun-
lar 17. yüzy›lda Newton ve Leibniz’in
birbirlerinden ba¤›ms›z olarak keflfet-
tikleri sonsuz küçükler hesab›n›n ta-
rihsel geliflimindeki ilk basamak.

Bir Hata Olmal›

Anlatt›klar› korkunç derecede ik-
na edici olan Zenon’un bir yerlerde
hata yapt›¤›na inanmak için oldukça
geçerli sebeplerimiz var. Her fleyden
önce biliyoruz ki hareket etmek im-
kans›z de¤il (tabii ortada bir sa¤l›k
problemi olmad›¤› sürece). Bir yerler-
de bir hata oldu¤u aç›k! Ya biz yan-
l›fl biliyoruz ya da Zenon, bir yerler-
de yanl›fl oldu¤unu hiç kimsenin fark
edemedi¤i bir bilgiyi do¤ru kabul
ediyor. 

Sonsuz Toplam
Kap›ya ulaflamama hikayesine dö-

nelim. Alabilece¤imiz yolu bulabil-
mek için flu sonsuz toplam› hesapla-
mak gerekir.

Zenonun düflüncesine göre, sonsuz
say›n›n toplanmas›n› gerektiren

ifadesi sonsuz
bir uzunluk verir.
Teoride bu hesap yap›lamaz ama pra-
tikte sonuç 10’dur yani teori ile pra-
tik aras›nda bir uçurum mevcuttur,
bu da  paradoksun ç›k›fl noktas›d›r.
Oysa ki bu sonsuz tane say›y› topla-
d›¤›m›zda gerçekten de ‘10’ gibi son-
lu, elle tutulur gerçel bir say› elde
ediyoruz. Ama Zenon, sonsuz tane
pozitif say›y› toplay›nca say›n›n sü-
rekli büyüyece¤ini ve bir gerçel say›-
n›n elde edilmesinin mümkün olma-
yaca¤›n› düflündü¤ünden bu kabu-
lün yanl›fll›¤›ndan hiç flüphelenme-
mifl. Kabul etmek gerekir ki, Ze-
non’un tezinin çeldiricilik düzeyi ol-
dukça yüksek.
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Sonsuz Diziler ve Sonsuz
Toplamlar

Sonsuz bir dizi do¤al say›lardan
gerçel say›lara tan›mlanm›fl bir fonksi-
yondur. Örne¤in;

Bu dizide her n do¤al say›s›n›n

gerçel say›s›na gitti¤i aç›kça gö-

rülüyor. Dizi 
fleklinde ifade edilir ve virgülle ayr›l-
m›fl her gerçel say›ya dizinin bir terimi
denir. Sonsuz toplam da böyle bir son-
suz dizinin terimlerinin birbiriyle top-
lanmas›yla elde edilen sonuçtur:

Matemati¤in özellikle 17. yüzy›ldan
sonra derin bir flekilde yo¤unlaflt›¤› ve
cevaplar bulabildi¤i bu tür hesaplar›n
2200 y›l önce yaflayanlar taraf›ndan
anlafl›lmamas›na flafl›rmamak gerekir,
çünkü o zamanlar henüz limit kavra-
m›n›n bulunmas›na yüzy›llar vard›. 

Sonsuz Tane Say› Nas›l
Toplan›r

Sonsuz tane say›y› toplamak çok
zor de¤il ama toplamaya geçmeden ön-
ce yap›lmas› gereken önemli bir ifllem
var: serinin yak›nsak m› yoksa ›raksak
m› oldu¤una karar vermek, ya da di¤er
bir de¤iflle sonucun bir gerçel say›
olup olmad›¤›n› belirlemek.

Örne¤in flu serinin sonsuza ›raksa-
d›¤› gayet aç›k:

Sürekli büyüdü¤ü size aç›k gelme-
diyse, bir de flu yolu deneyin: Serinin
k›smi toplam›n›n, yani 1’den k’ya kadar
olan toplam›n›n, k sonsuza giderken li-
mitine bak›n. Bu toplam formülünü ge-
çen yaz›m›zdan hat›rlayacaks›n›z:

fiimdi sonucun sonsuza ›raksad›¤›
daha net, yani seri ›raksak. 

Yaz›m›z›n bafl›ndan beri bahsetti¤i-

miz geometrik dizisinin k›smi
toplam›n› hesaplamak güzel bir örnek
teflkil edebilir: 

Bu ifadenin limiti de 1’e gider. Yani
1 metrelik yolun önce yar›s›n›, sonra
kalan›n yar›s›n› … giderseniz gerçek-
ten de 1 metrelik yolu tamamlars›n›z
çünkü bu sonsuz toplam 1’e eflittir. Bu
sayede teoriyle pratik aras›nda yüzy›l-
lard›r süregelen uçurumu nihayet orta-
dan kalkm›fl olur.

K›smi toplam bulmak her zaman bu
kadar kolay de¤ildir iflte bu nedenle
karfl›m›za ç›kan her seri için ›raksakt›r,
yak›nsakt›r ya da yak›nsaksa toplam›
fludur demek kolay de¤il. Yak›nsakl›¤›
anlamak için pek çok test gelifltirilmifl.
Bu testleri kullanarak bir serinin ya-
k›nsak oldu¤u kolayca belirlenebiliyor.
Hiçbir teste uymayan seriler de var.
Hala yak›nsak m› ›raksak m› oldu¤u
belirlenemeyen flu seri gibi:

Riemann-Zeta Fonksiyonu
Bir serinin yak›nsak oldu¤u belir-

lense bile toplam›n kaç oldu¤unun bu-
lunmas› uzun zaman alabiliyor. Bu
u¤urda verebilece¤imiz en ünlü örnek:

Bizim genelde bildi¤imiz fonksiyon-
lar fleklinde yani fonksiyonun ‘f’
siyle ifade edilir. Bu fonksiyonsa ad›n›,
ifade edildi¤i zeta ( ) harfinden ve
1859 y›l›nda bu fonksiyonla ilgili çok
önemli bir hipotezi, Riemann Hipotezi-
ni, ortaya atan sahibi Bernhard Rie-
mann’dan alm›fl. Zaman içinde s’nin
hangi say› de¤erleri için fonksiyonun
yak›nsak ya da ›raksak oldu¤u bulun-
mufl. Söz gelimi s=1 için seri ›raksak
ve s’in 1’den büyük tüm de¤erleri için
seri yak›nsak. Ama yak›nsak oldu¤u-
nun bulunmufl olmas› bu fonksiyonun
mevcut sorunlar›n› çözmeye yetmiyor,
herbir s de¤eri için bu sonsuz topla-
m›n bir de cevab›n› hesaplamak gereki-

yor. Örne¤in serisinin efl-

tili¤inin oldu¤u Leonhard Euler
taraf›ndan bulunmufl. Hatta s’nin tüm
çift de¤erleri için toplam› hesaplama
yöntemi biliniyor ama tek de¤erlerin
durumu pek içaç›c› de¤il. Euler’den bu
yana kaydedilen tek ilerleme

serisinin irrasyonel bir
sonuç verdi¤i (Roger Apery,1977). Bu-
nun d›fl›nda flimdiye kadar elde edilmifl
baflka bir geliflme yok. Sadece hesap
makinas› ile elde edilmifl sonuçlar ve o
sonuçalara ba¤l› yürütülen tahminler.
Belki de matematik bu sorular› cevap-
lamak için hala ortaya ç›kmam›fl yeni
kuramlar› ya da π ve e gibi yeni irras-
yonel say›lar› bulmay› beklemektedir
ve insanl›¤›n bu sonuçlara ulaflmas›
için birkaç yüzy›l daha u¤raflmas› ge-
rekmektedir. 

N i l ü f e r  K a r a d a ¤

Kaynakça:
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Burak arkadafl›m›za bu çal›flmas›n›
bizlerle paylaflt›¤› için teflekkür ediyo-
ruz. Köflemize mektup gönderen tüm
okuyucular›m›za da teflekkür ediyo-
ruz. Ald›¤›m›z pek çok mektup say›lar
kuram›n›n pratik kurallar›ndan bahse-
diyor. Say›lar kuram› yüzy›llard›r insa-
no¤lunun mercek alt›nda inceledi¤i
bir konu oldu¤undan temel düzeyler-
de yeni olgular ç›kar›lmas› çok zor.
Bir problemin sizlerden önce bir bafl-
kas› taraf›ndan çözülmüfl olmas› ya da
bir kural›n daha önceden bulunmufl
olmas› matematik yapmak konusunda
hayal k›r›kl›¤› yaratmamal›. Matema-
tik bir oyundur ve matematikçiler de
bu oyunun en yetenekli ve hevesli
oyuncular›. Yani anlayaca¤›n›z her
matematikçi matemati¤i kendisi için
oynar, flan, flöhret vs. kimsenin liste-
sinde birinci s›rada de¤ildir. Bu ne-
denle keflfetti¤iniz bir kural›n daha
önce bulunmufl olmas›na tak›l›p kal-
maktansa, matematik yapm›fl olman›n
keyfini ve tad›n› ç›kar›n. 

Burak arkadafl›m›z say›lar kuram›-
n›n en temel konular›ndan biri olan
bölünebilme kurallar› üzerine bir ça-
l›flma yapm›fl. 

Genel olarak kullan›lan 13’e bölü-
nebilme kural› kendisinin de ifade et-
ti¤i gibi büyük say›lar için çok pratik
olmaktan ç›k›yor:

bnbn-1... b1 say›s› n basamakl› bir
do¤al say› olsun. Buna göre e¤er sa-
y›n›n son basama¤›n›n silinmifl ha-
linden bu son basama¤›n 9 kat›n› ç›-
kar›nca kalan say› yani 

bnbn-1... b2 — b1.9, 13 ile bölünebili-
yorsa baflta ald›¤›n›z say› da bölü-
nür. Ç›kan say› 13 ile bölünebilmeyi
kontrol edemeyecek kadar büyükse
ifllemi yineleyin.

Örne¤in 1313 için

104 için de ayn› testi uygular›z:

, 

-26,  13 ün –2 kat› oldu¤una göre
1313 say›s› 13 ile bölünür. 

Ayn› kural› son basama¤›n 9 kat›n›
ç›karmak yerine ayn› basama¤›n 4 ka-
t›n› ekleyerek de uygulayabiliriz:

Burak arkadafl›m›z›n verdi¤i (ve
daha önceden de bilinen) kural› ince-
leyince daha pratik oldu¤unu farkedi-
yoruz. Ak›lda kalmas› daha zor oldu-
¤undan kullan›m› di¤er kuraldan da-
ha az yayg›n.

Bu kural›n ç›k›fl yönteminden bah-
setmek okuyuculura›m›za bölünebil-
me kurallar› ad›na bir fikir verebilir:

10’luk sayma sisteminde çal›fl›yoruz
ve bu nedenle bir abcdefg… say›s›n›
…g+10f+100e+1000d+10000c+100000
b+1000000a fleklinde ifade edebiliriz.
Katsay›lar›n 13 ile bölünmesinden ka-
lanlar kolayca bulunabilir:

g  1 = 1 (mod 13)
f   10 = -3 (mod 13)          
e  100 = -4 (mod 13)         
d  1000 = -1 (mod 13)        
c  10000 = 3 (mod 13)
b  100000 = 4 (mod 13)
a  1000000 = 1 (mod 13)

3,4,1 ve —,+ tekrarlar› kolayca göz-
lemlenebilir. 

10 = -3 (mod 13)   gibi bir ifade bi-
ze 10 say›s›ndan ancak -3 say›s›n› ç›-
kard›¤›m›zda 13’le tam bölünebilme-
nin gerçekleflebilece¤ini anlat›r. Buna
göre;

say›s› 13’ün kat›ysa  say› 13’e bölünür. 

N i l ü f e r  K a r a d a ¤
karadagnilufer@yahoo.com

Merhaba;
Öncelikle böyle önemli ve de¤erli

bir dergide bizlere yer ay›rd›¤›n›z
için teflekkür ederim. Ben Aksu Ana-
dolu Ö¤retmen Lisesi I. S›n›f ö¤ren-
cisiyim. Bilim ve Teknik dergisini ve
Tübitak yay›nlar›n› imkanlar›m çer-
çevesinde takip ediyorum. Bilime
afl›r› derecede ilgi duyuyorum. Bu
buluflumun yan›nda daha birçok ko-
nuda bulufllar›m ve araflt›rmalar›m
var ama ben matematik ö¤retmeni-
min de çok ilgisini çeken bu buluflu-
mu yolluyorum. E¤er de¤erlendirir
ve dikkate al›rsan›z di¤erlerini de si-
zinle paylamak istiyorum.

Asal say›lara çok fazla ilgi duyu-
yorum. Bir çok asal say› kural› ve
fonksiyonu keflfettim. Asal say›larla
bu kadar çok u¤rafl›nca mecburen
bölünebilme kurallar›yla da ilgilen-
mek zorunda kal›yorsunuz. Ben de
7’nin bölünebilme kural›ndan esin-
lenerek 13’ün bölünebilme kural›n›
buldum. San›r›m daha önceden bir
bölünebilme kural› bulunmufl ama
bu, 10a+b fleklinde verilen bir say›
için a+4b ifadesi 13’ün kat›ysa bu
say› 13 ile bölünebilir fleklinde. Bu
formülde say› büyüdükçe a+4b ifa-
desinin 13’ün kat› olup olmad›¤›n›
anlamak çok zorlafl›yor. Benim for-
mülümde ise basamak say›s› artt›k-
ça ç›karma ifllemleri de artt›¤› için,
istedi¤iniz basamakl› bir say›n›n
13’e tam bölünüp bölünmedi¤ini 2
basamakl› bir say› ile anlayabiliyor-
sunuz.

Kural flu flekilde:
…khgfedcba fleklinde verilen bir sa-
y› için;
(1c+4b+3a)-(1f+4e+3d)+(1k+4h+3g)-(…)=13k
oluyorsa bu say› 13’e bölünür.
Örnek; 60775 say›s› için:
43143

öyleyse 60775 13’e tam bölünür.
Sa¤lamas›:
60775:13=4675
‹lgilendi¤iniz için teflekkürler.

Burak fial›fl

Bir Buluflum Var

E¤er siz de kaydetti¤iniz önemli bir bulgu
oldu¤unu düflünüyorsan›z dergimize gönde-
rin ve onu sizin için de¤erlendirelim. Adre-
simiz:

TÜB‹TAK Bilim ve Teknik Dergisi,
Buluflumu De¤erlendirin Köflesi,
Atatürk Bulvar› No:221 
Kavakl›dere-ANKARA 
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