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SERBEST STiL: HARMONIK SAYILAR

Bu sayimizda 1+ % + % + % + % + - toplamini, yani 1'den bas-
layarak pozitif tam sayilarin carpmaya gore terslerinin toplamini ele
alacadiz. Tanimlanma seklinden bu toplamin gittikce blytdigu fakat
bliylime miktarinin gittikce azaldigi gériiliiyor. Ornegin toplamdaki
blytume ilk 999 terimden sonra 0,001, ilk 999.999 terimden sonra ise
0,000001 olacaktir. Fakat bu yavaslik onu sinirlamaz. Bir baska deyisle
bu toplam “yavas yavas ama sinir tanimadan buyiimektedir”. Yani ne
kadar buyuk bir pozitif sayi alirsaniz alin, toplam eninde sonunda aldi-
giniz sayidan daha biytk bir degere ulasacaktir. Bunu gérebilmek icin
toplami biraz daha yakindan inceleyelim.

1 1,1 1.1,1,1
T+-+ —+— + —t—+o+—
2 3 4 5 6 7 8

enkﬁgﬁéiﬁl% olan2terim enkijgijéij% olan4 terim

(toplammdef;erb%) (toplamln deg‘;eri>%)

T 1 1 1 1 1 1 1 1
ot T TRt T et T et

enkicigu 11_6 olan 8 terim

(toplamm degeri >%)

Toplamin ilk terimi 1, ilk iki terimin toplami 3 % dir. ilk dért terimin
toplami 4 % ‘den, ilk sekiz terimin toplami 5 % ‘den, ilk 16 terimin top-
lami 6- % ‘den byktir. Bu sekilde devam ederek ilk 2* terimin toplami-
nin (k+2)- %’den buyuk oldugu gorlebilir. O halde ilk 2* terimin top-

kt2 ‘den biiyiik olur. Ornegin ilk 2'°® terimin toplami 100'den,

lami

ilk 298 terimin toplami 1000'den buyuktur. Toplamin sinir tanimak-
sizin blyudugini gostermek igin yukarida yaptigimiz hesaplama
dogru olsa da ekonomik degildir. Yani dizinin ilk 2'% teriminin topla-
minin 100°den biyik oldugunu sdylerken biraz garantici davranmig
oluyoruz. Aslinda toplamin 100 sayisini ge¢mesi icin ilk 2'* terimin
toplanmasi yeterlidir.

Toplamin yavas yavas ama sinir tanimadan biylidugini sdylemis-
tik. Sinir tanimadan bilyudiiguni anlamis olduk. Simdi de yavas yava-
st anlayalim. ilk dért terimi topladigimizda toplam 2'den biiyiik olur.
ilk 11 terimde 3, ilk 31 terimde 4, ilk 83 terimde 5 sayisi asilmis olur.
Toplamin 10'u astigini gérebilmemiz icin ilk 12.367 terimin toplan-
masini beklememiz gerekecektir. Saniyede 1.000.000 islem yapabilen
bir islemci bir sene boyunca araliksiz ¢alistiginda toplamin ancak 31
astigini gorebiliriz. Makul bir stirede, séz gelimi 1000 senede toplamin
70 oldugunu gorebilmemizi saglayacak hizda islem yapabilecek bir
teknoloji heniiz yok.

Toplamin ilk n teriminin toplanmasi ile elde edilen sayiya n. har-
monik sayi adi verilir ve H ile gosterilir. Birgok uygulama sahasinda
onemli rol oynayan harmonik sayilarin nasil hesaplanabilecegine de-

ginecegiz. Her birinin taban uzunlugu 1, yukseklikleri 1,1, l, 1
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olan dikdértgenlerin alanlarinin toplami /e esittir.
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x = Tden x = 8% kadar y = 1 fonksiyonunun grafigi ile x— ekseni
X

arasinda kalan bolgenin alani da In (x) (dogal logaritma fonksiyonu)
olarak tanimhdir.

Alan =In(8)

1 2 3 4 5 6 7 8

iki sekil birlikte gizildiginde H, < 1+ In(8) oldugu gorilir.

Hg<1<In(8)

Ayni sekil biraz farkli cizildiginde ise In(8) < H, oldugu goruliir.

In(8) < Hy

Sonug olarakIn (8) < H, < 1+ In (8) esitsizliklerini elde ederiz ki bunun
genel haliolan In(n) <H <1+In(n) esitsizlikleri de her n > 2 tam sayisi
icin gecerlidir. Boylece /7, 'yi hesaplamak icin etkin bir yol bulmus olduk.
Ornegin H,,'l hesaplamak istedigimizde In100 = 4,605... oldugundan
4,605 < H,, < 5,605 yazabiliriz. Buradan H,,'lin yaklasik olarak 5,1 civa-
rinda bir say1 oldugunu tahmin edebiliriz. Nitekim /, = 5,1873..."tir.

In(n) ile In(n) + 1 sayilar arasinda bulundugunu bildigimiz 4 igin
yaklasik bir deger olarak In (n) + % 'yi kullanmak makulduir. Ancak Euler

n sayisi buytdikee H - In(n) farkinin gittikce sabit bir sayiya yaklasti-
gini gostermistir. Euler sabiti adi verilen ve y ile gdsterilen bu irrasyo-
nel sayinin yaklasik degeri 0,57721"dir. O halde

H =In(n) +0,57721 yazarak, H icin yaklasik bir deger olarak

In (n) + 0,57721'in kullanilabilecegini ifade edebiliriz.

Ornegin H,, ~ 5,18238... gibi.
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DUYURU

Degerli okurlarimiz, bu sayidan itibaren Eglence Havuzu

ve Olimpik Havuz kdselerinde yer alan problemleri dogru
¢6zenlerin isimlerini yayimlamaya basladik. Listede yer almak

icin céztimlerinizi sorularin yayimlandigi ayin ilk 15 giini
icinde, sayfa basliginda verilen internet adresine gdndermeniz
gerekiyor. Okurlarimizdan gelen dikkate deger ¢6ziim
Onerilerini de ayrica yayimlayacagiz.
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KUM HAVUZU

KAYNAMIS YUMURTA Yumurtanizi tam 15 dakika kaynatmak istiyorsunuz.
Biri 7 digeri 11 dakikalik iki kum saati kullanarak bunu nasil yapabilirsiniz?

BISIKLET Bir kismi 2 digerleri de 3 tekerlekli ol-
mak Uizere 14 bisikletin toplam 37 tekerledi oldugu :
biliniyor. Uc tekerlekli bisikletlerin sayisi sizce kagtir?

BILEK GURESI Yediser kisiden olusan iki takim arasinda bilek giiresi mac-
lari yapildi. Turnuva sonunda her oyuncu yaptigi toplam mag sayisini tahtaya
yazdi.Tahtada 3, 3, 3, 3,3, 5, 6, 6, 6, 6, 6, 6, 6, 6 sayilari var. Bir sey yanls goru-
nliyor, ama ne?

ATES iLE GUNES Ates ile Giines hilesiz birer zar atiyor. Gelen zarlardan
kicuk olan biyulk olandan ¢ikariliyor. Sonug 0, 1 veya 2 ise Ates, 3,4 veya 5 ise
Glines kazaniyor. Sizce bu oyun adil mi? Oyun ¢ok sayida tekrarlanirsa kimin
daha cok kazanmasi beklenir?

MATEMATIKCi MANAYV Bir manav, iki kefeli bir terazi ve 4 adet agirlik ile
1 kilodan 40 kiloya kadar (agirligi bir tam sayi ile ifade edilebilen) her seyi
tartabiliyor. Manavin elindeki 4 agirlik nelerdir?

OLIMPiK HAVUZ

KARELi TAHTADA CARPMA 9 x 9 boyutlarindaki bir satrang tahtasindaki 81 karenin icine 1 ya da -1 yazilmis.
Her kare icin, bu kare ile ortak kenara sahip karelerde yazan sayilarin carpimi hesaplaniyor. Her hamlede ayni anda
karelerdeki tim sayilar, bu carpimlarla degistiriliyor. Baslangigtaki sayilar ne olursa olsun, sonlu adim sonunda tim
karelerde 1 yazan durum elde edilebilir mi?

NOKTADASLIK Bir ABC licgeninin A agisinin dis aglortayl, BC kenarina B'den ve Cden cizilen dikleri, sirasiyla D ve E
noktalarinda kesiyor. O, ABC ticgeninin ¢evrel cember merkezi olmak Uzere, BE, CE, AO dogrularinin noktadas oldugunu
gosteriniz.
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GECEN AYIN COZUMLERI

Kum Havuzu

100 KARINCA

Karincalari birbirlerinden ayirt etmiyoruz. Bu nedenle iki karincanin karsilasinca yonlerini degistirip zit yonde ylirimeye devam etmesini,
karincalar birbirlerinin icinden gecip hic yon degistirmeden yollarina devam ediyormus gibi diisiinebiliriz. Buna gore, baslangi¢c konumlari ne
olursa olsun en fazla 1 dakika sonunda ¢ubuk tizerinde hig karinca kalmaz.

KARINCAYIYEN

Kahverengi karincayiyenin yesil bir karincayiyenle, siyah karincayiyenin de mavi bir karincayiyenle beraber dolastigini kabul edelim. Kahve-
rengi karincayiyenin karsilasip da yiyemedigi her karincayi yesil karincayiyen, siyah karincayiyenin karsilasip da yiyemedigi her karincayr mavi
karincayiyen yesin. Kahverengi karincayiyenin siyah karincayiyenden daha fazla karinca yedigi her durumda yesil karincayiyen maviden daha
az karinca yer. Ayni sekilde kahverengi karincayiyenin siyahdan daha az karinca yedigi her durumda da yesil karincayiyen maviden daha fazla
karinca yer. Kahverengi olanin siyah olandan daha fazla karinca yemesi ile yesil olanin mavi olandan daha fazla karinca yemesi, esdeger olaylar
oldugundan, olasiliklari esittir. Bu olaylar birbirinin timleyeni oldugundan her birinin olasiligi da 3 olur.

Eglence Havuzu

HALAY CEKEN KARINCALAR

Karincalardan birini kirmizi, digerlerini siyah kabul edelim. Kirmizi karincanin bulundugu grup k& karincadan olusuyorsa, kendisi disindaki & —1
karinca, toplam n —1 karinca arasindan C(n - 1, k — 1) farkh sekilde secilmis olur. Bir kez bu se¢im yapildiktan sonra kirmizi karincanin icinde
bulundugu grup halka formuna (k —1)! farkh sekilde, geri kalan (n — k) karinca ise (n — k —1)! farkli sekilde girebilir. Sonug olarak karincalarin bu
durumda gruplasip iki halay grubu olusturmasi
_ =1
Cn—1k=1)-k=N-n—k=1)1 ="
n—k
farkli sekilde olabilir.
k=1,2,..,n—1icin elde edilen sayilari topladigimizda

1 1

(n— 1)!(nj+nj+m+2+ 1>
elde ederiz ki, bu da aradigimiz sayinin
(n=1!H  oldugunu ifade eder. 14 karinca icin bu sayi 13! H,, = 19.802.759.040 dir.

DOMINO KULESI

Mimkiin olan en biyiik agiklida ulasabilmemiz icin kulenin en tstiindeki £ —1 dominonun olustur-
dugu bolimuin agirlik merkezi ile &. dominonun sag ucu ayni hizada olmalidir.
En Ustte yer alan £ — 1 dominonun agirlik merkezinin 4. dominonun sol ucundan yatay uzak-

g1 2 oldugundan, ilk £ dominonun agirlik merkezinin & dominonun sol ucundan yatay uzakhgi da
2= +1  2k—1
k ok

olur. Bir sonraki dominoyu yerlestirdigimizde 4. domino ile £ +1. dominonun

sag uclari arasindaki fark da 2 — ZkT_1 = % olur.

Bir baska deyisle kulenin altina k£ + 1. dominoyu ekledigimizde x mesafesi

Kulede toplam » domino varsa x =1+ % + % + ot p 1 ]

ozelliginden, x mesafesinin istendigi kadar biylk tutulabilecegi sonucuna ulasiriz.

1
P kadar artmis olur.

= H,_; olur. Harmonik sayilarin sinirsizlik
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AZiMLI KARINCA Baslangic noktasina gére ilk hamle sonunda karinca énce yiiriiyerek 1 cm uzaklasir, daha sonra lastigin siindiiriilmesi ile
bu uzaklik 2 santimetreye cikar. Karinca ikinci hamlede yirtyerek 3 santimetreye ve lastigin sinmesiyle 4,5 santimetreye ulasir. S6yle bir tablo
diizenleyebiliriz:

Hamle | Hamlenin basindaki Hamle basinda karincanin | Yuriyerek ulastigi | Lastigin uzama Hamle sonunda karincanin
No lastik uzunlugu (cm) baslangica uzakhgi (cm) mesafe (cm) orani baslangica uzakligi (cm)
1 100 0,00 1,00 1:2 2,00
2 200 2,00 3,00 2:3 4,50
3 300 4,50 5,50 3:4 7,33
4 400 7,33 8,33 4:5 10,42
n 1001 d_, d_,+1 nin+1) d,,:(””)(dn,,ﬂ)

Bu tablodan, sézgelimi 3. hamleden sonra las-
tik uzunlugunun 4 metre oldugunu ve karin-
canin baslangigtan yaklasik 7,33 cm uzaklas-
mis oldugunu (veya varmak istedigi uca yak-
lasik 3,93 metre uzakta oldugunu) goririz.
Tablonun n sira numaral satirinda ise n
hamle sonunda karincanin baslangica olan
uzakligi santimetre cinsinden d ile gosteri-
lerek bir baginti elde edilmistir. Bu baginti-
y1 s0yle yazabiliriz:

dn=(”“)(dn7,+1)
n

{d } dizisinin ilk birkag terimini hesaplayalim:
di=2(dp+1)=2

_3 _3 _3.3
d)—z(d1+1)—2(2+1)—1+2
_4 _4. 4 4
d3—3(d2+1)—1+2+3
_2,,3_5.,5,5.5
di= gty =7t3t31,
Buradan
1T 1 1
d,,=(n+1)<1+—+—+~-~+—)=(n+1)H,,
2 3 n

oldugu gordlir. n hamle yaptiktan sonra

lastik uzunlugu santimetre cinsinden
100(n + 1) olmustur. Karincanin lastigin
ucuna varmis olabilmesi icin

d =(n+1)H >100(n+1) veya H > 100
olmasi gerekir. {H } dizisinin sinirsiz art-
t1g1 hatirlanirsa, karincanin lastigin diger
ucuna erisebilecegi anlasilir. Ulasabilecegi
hamle sayisi da /7, > 100 esitsizligini sagla-
yan en kuiclik n tam sayisidir. /7, = In(n) +y
yaklasik degerini kullanarak n = €'® -7 ve
buradan n=1,51 x 10* bulunur.

Olimpik Havuz
KITAP ALISVERISi gostersin. Bu 6rnekte ilk kisi (1,2, 3) numarali  olmasi icin 5
k=5 igin 6rnek verelim. kitaplar, ikinci kisi (1, 4, 5) numaral tim kitaplarin
1l1l1l21212131313]3 kitaplari almistir. Herkesin en az bir ortak tam olarak 4
kitap aldig, diger sekilden rahathkla kez alinmasi 5 6
2|4(6]4[5]|5|4]4 gorilebilir. gereklidir. 1
3(5|/716(7717]17161]6 Simdi k < 5 olamayacagini gosterelim. Ancak toplam
Birinci kisi diger 9 kisiyle de ortak kitap kitap sayisi .
Kitaplari 1den 7'ye kadar numaralandiralim.  aldigi icin, birincinin aldigi kitaplardan olan 30,4 ile ’ %

Her stitundaki sayilar, o kisinin aldig kitaplari

biri toplam en az 4 kere alinmistir. k = 4

bolliinemez. Sonug olarak k£ =5 olmahdir.

CEMBERDE ES UZUNLUKLAR

ilk olarak OB // DF oldugunu gérelim. M, [OB] nin
orta noktasi olsun. 40B tiggeninde OB, BA, AO
dogru parcalar C de kesistigi icin Ceva teoremini

|MO| |DB| |FA|

=1
|MB| |DA| |FO|

uygulayarak

D.
elde ederiz. [MO| = |[MB| oldugu igin | D5

|DA| | FA|
yani OB // DF buluruz. Buradan A0B licgeni ile
AFD lcgeninin benzer oldugunu ve OBC liggeni
ile DFC licgeninin benzer oldugunu elde ederiz.
|40| = |OB| ve |OC| = |OB| esitliklerini kullanarak bu

B| |FO|

benzerliklerden |4F| = |DF| ve |CD| = |DF| oldugu,
dolayisiyla |4F| = |CD| oldugunu buluruz.
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