Matematik Havuzu

Ali Doganaksoy
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LEONHARD EULER

(d. 15 Nisan 1707, Basel, Isvicre - 6.

18 Eylul 1783, St. Petersburg, Rusya),
isvicreli matematikgi ve fizikci.

Adi, Arsimet ve Gauss ile birlikte tim
zamanlarin en biyik ¢
matematikgisinden biri olarak anilir.

En Uretken matematikgilerden biri olarak,
calismalarinin butlni 70 cildi asar. Euler
pek ¢ok yeni kavram gelistirmis, basit
aritmetikten sayilar kuramina, geometriden
topolojiye kadar farkli alanlarda bir¢ok
onemli teoremi ispatlamistir. Calismalari
sirasinda, gliniimiizde kullanilan modern
matematik terminolojisini olusturmus,
fonksiyon kavraminin tanimini vererek f(x)
go6sterimini kullanmistir (yaptigi bu calisma
icin verilebilecek 6rneklerden bazilari
trigonometrik fonksiyonlar icin sin, cos ve
tan tanimlamalaridir). Matematigin gelmis
gec¢mis en dikkat cekici ifadelerinden biri
olan e + 1 = 0 esitligi Euler tarafindan
bulunmustur. 1736 yilinda Kénigsberg'in

7 koprisi adli Gnll problemi ¢cozmstdr.
Bu ¢6zlim igin izledigi yontem, gecen ay
Kum Havuzu'nda yer alan “El Kaldirmadan
Cizim” problemine bu sayida verdigimiz
¢6zUmin 6zind olusturur. Ayrica diizlemsel
cizgeler icin nokta, kenar ve ylz sayilarini
iceren Unlii N — K + Y = 2 formulini de
Euler bulmustur. Bu formiil gecen sayinin
Eglence Havuzu kisminda sordugumuz

ve asagida ¢6zimiini verdigimiz Karedeki
Bolgeler sorusunun cevabinda kullaniimistir.
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Kum Havuzu >

KAGIT SILINDIR ‘
A4 ebadinda bir dosya kagidini silindir
olacak sekilde yuvarlayacagiz. Sizce uzun
kenarlarini yapistirarak olusturacagimiz
silindirin mi yoksa kisa kenarlarini
yapistirarak olusturacagimiz silindirin mi
hacmi buyiktir? Yoksa fark etmez mi?

KIRIK ZINCIR

Her biri ti¢ halkadan olusan bes zincir
parcasini birlestirerek 15 halkali tek bir
zincir elde etmek istiyorsunuz. Demirci
ustas bir halkay kesip baska halkalarin
arasindan gegcirdikten sonra tekrar
kaynaklamak icin halka bagsina bes lira
istiyor. Zinciri olusturmak icin kag lira
odersiniz?

Eglence Havuzu

TOPLAM

5 sayisi 3 dogal sayinin toplami olarak,
yazilis sirasini da gozeterek,

6 farkli sekilde yazilabilir:

5=1+1+3 = 14+3+1=3+1+1

= 1+2+2 = 2+1+2 = 24241
2013 sayisi i dogal sayinin toplami olarak
kac farkli sekilde yazilabilir?

CORAPLAR
Bir corap
atolyesinde 9
cirak ile bir usta
calismaktadir.
Ciraklarin her
biri bir saatte 15
¢orap 6rmekte,
usta ise atolyedeki 10 kisinin bir saatlik
ortalama Uretiminden 9 ¢orap

fazla 6rmektedir. Atdlyede bir saatte kag
corap Uretilmektedir?

99 TOPLAMINI BULMA
1234567 sayisinda rakamlarin arasina
+ isaretleri koyarak 100 toplamini elde
edebiliriz:
1+2+34+56+7=100
14+23+4+5+67=100
987654321 sayisinin rakamlari arasina
+ isaretleri yerlestirerek 99 toplamini
nasil elde edebilirsiniz?

KAR-ZARAR?

20 TL'ye aldiginiz bir Griinti 21 Tlye
satlyorsunuz. Sonra ayni Grini 25 Tlye
tekrar alip, 26 TL'ye satiyorsunuz. Sonug ne
oldu? Kar mi ettiniz, zarar mi?

CEPTEKI MiSKETLER

Vehbican'in sag cebinde tek sayida, sol
cebinde cift sayida misket vardir.

Bir cebindeki misketlerin sayisini 6 ile,
digerindekini 5 ile carpip bu carpimlari
topladiginda sonug 83 oluyor.
Vehbican'in ceplerinde
toplam kag misket
var?

ZAMANI DOGRU GOSTEREN
YANLIS SAAT

Saat tamircisi Osman usta,

aksam saatlerinde onarimini bitirdigi

bir duvar saatinin akrep ve yelkovanini
dalginlikla yanhs yerlestirir. Akrebin
takilacagi yuvaya yelkovani, yelkovanin
takilacagi yuvaya da akrebi takar.
Kolundaki saate baktiginda saat tam
altidir. Onarimini heniiz bitirdigi saatin
akrebini altiya, yelkovanini da on ikiye
hizalayip saati calistirir. iki saat kadar diger
isleri ile ilgilendikten sonra diikkanini
kapatmadan 6nce duvar saatine bir

g0z attiginda saniyesi saniyesine dogru
zamani gosterdigini gorur. Ertesi sabah
erkenden diikkanina geldiginde ilk isi yine
duvar saatine bakmak olur. Saat yine tam
olarak dogru zamani gostermektedir.

Ne oldugunu agiklayabilir misiniz?
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Olimpik Havuz

ASAL SAYILAR

p*+ p? + p? + p = g% denklemini saglayan tiim p ve q asal sayilarini bulunuz

PARALELLIK

Bir ABC iicgeninin i¢ teget cember merkezi / olsun. ic teget cemberi BC, CA ve AB kenarlarina sirasiyla A", B've C’
noktalarinda degiyor. A’B’dogru parcasinin orta noktasi M ve | nin AA’dogrusuna dik izdtisimi P olsun.

MPile AC, N noktasinda kesisiyorsa A’N dogrusunun B’ C’dogrusuna paralel oldugunu gosteriniz.

GECEN SAYININ COZUMLERI

Kum Havuzu

EL KALDIRMADAN Cizim

Genelligi bozmadan sekli cizmeye bir
kdseden basladigimizi kabul edebiliriz. Bir
kdseden baslayip bir baska kdseye, oradan
elimizi kaldirmadan baska koseye, diye
devam edecegiz. Cizmeye basladigimiz ve
bitirdigimiz iki kose disinda kalan koselere her
ugradigimizda hemen ayrilacagimiz icin bu
koselerde bulusan dogru parcalarinin sayisi,
bir baska deyisle bu kdselerin derecesi cift
olmalidir. Buna gore ya her kdsenin derecesi
cift (bu durumda ¢izime baglanilan noktada
cizim bitmistir) ya da tam iki kdsenin derecesi
tek (biri ¢izime baslanilan, biri de ¢izimin
bittigi koseler), digerleri cift dereceli olmalidir.

Bu durumda 1. sekil derecesi tek sayi olan

4 kosesi oldugu icin el kaldirmadan ¢izilemez.
2. sekil derecesi tek sayi olan tam

2 kosesi oldugu icin el kaldirmadan

cizilebilir, ancak nasil ¢izilirse ¢izilsin

illaki alt kdselerinin birinden baslanacak

ve digerinde ¢izim sonlanacaktir.

3. sekil derecesi tek sayi olan 4 kdsesi

oldugu icin el kaldirmadan cizilemez.

4. sekil derecesi tek sayi olan kosesi
bulunmadidr icin el kaldirmadan
cizilebilir ve cizimde baslangic ve bitis
koseleri ayni olmak zorundadir.

5. sekil derecesi tek sayi olan 2 kdsesi
oldudui icin el kaldirmadan cizilebilir,
ancak nasll ¢izilirse ¢izilsin illaki derecesi
5 kosenin birinden baslanacak ve
digerinde cizim sonlanacaktir.

6. sekil derecesi tek sayi olan 2 kdsesi
oldudui icin el kaldirmadan cizilebilir, ancak
nasll cizilirse cizilsin illaki derecesi 3 ve
5 olan koselerinin birinden baslanacak
ve digerinde ¢izim sonlanacaktir.

DOMINO TASLARI

Sol Ust ve sag alt koselerdeki kareler

ayni renktir. Beyaz oldugunu kabul
edebilecegimiz bu kareler kesilip atildiginda
satrang tahtasinda 30 beyaz 32 siyah kare
kalir. Tahtaya konulan 2x1 buyukluglndeki
domino taslarinin her biri 1 siyah, 1 de
beyaz kare kapatir ve 31 domino tasinin
30 tanesi tahtaya nasil yerlestirilirse
yerlestirilsin, 30 beyaz ve 30 siyah kare
kapanmis olur, geriye kalan iki siyah kare
tek bir domino tasi ile kapatilamaz.

Eglence Havuzu

OLASILIK
Bir atista zarlarin ikisi ayni anda atiliyor.
Zarlarin toplaminin 12 olmasi icin
(6, 6) gelmelidir (1/36 ihtimal).
Zarlarin toplaminin 7 olmasi ise (1, 6),
(2,5),(3,4),(4,3),(5,2),(6,1) gelmesi
ile mimkdnddr (6/36=1/6 ihtimal).
Gunes'in oyunu kazanma
olasiligina p diyelim.

-ilk atista 7 veya 12 gelmemisse (ihtimal:
29/36) Gunes'in bundan sonra kazanma

ihtimali yine p olur. Bu durumun Giines'in
kazanma ihtimaline katkisi (29/36)p dir.

- ik atista 7 gelmis, ikinci atista 7 ve 12
disinda bir say1 gelmigse (ihtimal: (1/6)
(29/36)) Glnes'in bundan sonra kazanma
ihtimali yine p olur. Bu durumun Giines'in
kazanma ihtimaline katkisi (29/216)p dir.

- ilk iki atista da 7 gelmisse (ihtimal: 1/36)
Glines kazanmis olur. Bu durumun Giines'in
kazanma ihtimaline katkisi 1/36'dr.

onldep=(3c)o+(315)e+ 5

yazabiliriz. Buradan da Glines'in kazanma
ihtimali p=6/13 bulunur. Ateg'in kazanma
ihtimali de 1-6/13 yani 7/13'tur.

KARINCALAR

Karincalarin tanimladigi Gggenin alani,
karincalarin hareketi sonucunda degismez.
Baslangicta sifir olmayan bu alanin

Ol¢listi hep ayni kalacadr icin (i karinca
hicbir zaman bir noktada bulusamaz.

TABAKLAR

Masada tabak konulabilecek yerleri 1'den
baslayarak tam sayilarla etiketleyelim. ilk
basta 1'den 6'ya kadar sayilarla etiketlenmis
yerlerde birer tabak bulunmaktadir. Simdi
tek sayi ile etiketlenmis (1, 3, 5, ..) yerlerdeki
tabaklari sayalim. Baslangicta bu sayi (1
numarali yerde bir tabak, 3 numarali yerde
bir tabak ve 5 numarali yerde bir tabak olmak
izere) 3 yani bir tek sayidir. Tanimlanan
hareketlere gore bu sayi her bir hamle
sonunda ya 2 artar ya da 2 azalir. Yani hep tek
sayi olarak kalir. Bir baska deyisle bu sayinin
tek say1 olmasi bu oyunun bir degismezidir.
Tum tabaklarin bir yerde toplanmasi
durumunda bu say! ya sifir ya da 6 olmalidr,
ki bu duruma ulasmak imkansizdir.
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KAREDEKi BOLGELER

Bu soruda Euler degismezini kullanacagizz N— K+ Y =2
Bu denkleme gore yiiz sayisi ¥ = K — N + 2 dir.

Simdi N ve K sayilarini bulalim.

Toplam nokta sayisi V:

A) Karenin ¢evresinde bulunan ve her birinin derecesin + 2 olan
toplam 4n nokta,

B) Karenin i¢ bolgesinde bulunan ve her birinin derecesi 4 olan noktalar.
Bunlar ti¢ sekilde olusabilir:

-Sag ve sol dik kenarlardan secilecek ikiser noktanin capraz birlestirilmesi
n
2

- Altve Ustyatay kenarlardan segilecekikiser noktanin capraz birlestirilmesi

2
ile bir i¢c nokta olusur. Bu sekilde toplam ( ) ic nokta vardir.

2
ile bir i¢ nokta olusur. Bu sekilde toplam (Z) i¢ nokta vardir.

- Her bir yatay olarak cizilmis n”> dogrunun her birini kesen toplam 7>

dikey dogrunun olusturdugu toplam n* ic nokta vardir.

n

2
Sonug olarak toplam nokta sayist N = 4n + 2<2) + n* i,

Toplam kenar (noktalari birlestiren dogru parcalari) sayisi K:
1. Derecesi (n +2) olan 4nnokta (n + 2) 4n kenari

n
2
ikiser kere belirleyecekleri icin toplam kenar sayisi

2 2
2. Derecesi4 olan 2( ) + n* nokta 4(2(;) + n4> kenari

n
2

Bu durumda toplam yiz sayisi:

K= %[(n+ 2)4n + 4<2( )2 + n4>] =2n*+ 2%+ dn+ 4(;)2 dir.

2
Y=K-N+2=2n"+ 2n2+4n+4(’27) 42

=n*+2n+2+ 2(;’)2

2
Buradanda Y= 2(;) + 2+ 1)%+1 bulunur.

n

2
2) + %+ 1) dir.

Karenin disinda kalan yiizeyi saymazsak, cevap 2(

Olimpik Havuz
EN BUYUK DEGER

Ucgenin kenar uzunluklari a, b, ¢ ve bu kenarlara karsili gelen acilar
A, B, C olmak tizere

abc a b c T
A=—ve = = = 2R esitliklerini kullanirsak
4R sinA  sinB  sinC :

abc
AC E(a-ﬁ-b-f—c)
® B
8R> sin A sin B sin C 2R (sinA + sin B + sin C)

= e elde ederiz.

4sinAsinBsin C(sinA + sinB + sin C)
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Ucgende acilarin siniis degerleri negatif olmadigindan
aritmetik orta geometrik orta esitsizligini kullanabiliriz:

sinA +sinB+sinC - - -
>3/sin A sin B sin C

3

Ayrica Jensen esitsizliginden

<si 3 = 5in60° = —— oldugundan

sinA + sinB + sinC ,n(A+B+C> . «/§
3 - 2

A
7(3" =4sinAsinBsinC(sinA+ sinB +sinC)§%(sinA +sinB + sin C)4§%
R

bulunur.

AC 27

Eskenar ticgende F =7 oldugundan,

ifadenin alabilecegdi en bliyik deger 277 ‘tar.

(Dogru ¢6zim gonderen okurumuz: Eylip Amanvermez)

ALT KUME

Cevap 214dir.
M={1,2,2%,..,2'9,3,3-2,3-22,...,3-2%} kiimesi istenilen sarti
saglayan 21 elemanli bir alt kiimedir. Simdi |M|>22 olamayacagini

gosterelim. M kiimesinin elemanlar a, < a, < ... < a,, olsun.

a,<a,, <a,,,<2a,olsayd.

a,.a, . 1.a,, , Uclist icinde biri digerini

bdlen iki eleman bulunamazdi.

Yani a,,,=2a, dir.Buradan

a,>2a,>4,a5>2a,>8,ay>2a,> 16 ve bu sekilde devam edersek
ay >2'"> 2011 celiskisi elde edilir.

Sonug olarak M kiimesinin en ¢ok 21 elemani olabilir.
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