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Buyiik Gizgeler
Daha Kiicuklerinin
Kopyalariyla
Olusturulabilir mi?
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Cizge teorisi (graph theory), cizgeleri (graflari)
inceleyen matematik dali. Cizge, temel olarak
dagumler (vertex, node) ve bu digumleri birbirine
baglayan baglantilardan (edge) olusan bir ag
yapisindan olusuyor. Gergek bir problemi tanimlama,
modelleme ve ¢ozme konularinda olduk¢a onemli
kolayliklar saglayan teori, bu nedenle ¢cogu bilim dali
ve teknoloji alaninda yaygin olarak kullanihyor.
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izge teorisi temelde kiime teorisine dayant-
yor. Herhangi bir ¢izge, diigtimler ve baglan-
tilar kimesi olarak ifade edilebiliyor. Yani bir
¢izge kiime seklinde gosterildiginde 6nce di-
gumler kiimesi ardindan da bu diigiimlerle baglantilart
belirtiliyor. Matematiksel bir ifadeyle G=(V, E) seklindeki
gosterimde V diigiim kiimesini, E ise baglantt kiimesini
temsil ediyor ve ¢izge bu sekilde tanumlanabiliyor.

Ornegin; 4 diigiim ve 4 baglantidan olusan ¢izge,

G= ({A,B,C,D}, {(A,B), (A,C), (C,D), (A,D)}) seklinde ifa-
de ediliyor.

Yol ise gegilen digiimlerin sirastyla yazilmastyla ifade
ediliyor. Ornegin yukaridaki ¢izgede A diigiimiinden bas-
layarak 6nce D, sonra C diigiimtne gidiliyorsa bu yol {A,
D, C} olarak gosteriliyor. Déngt ise bir diigliimden basla-
yarak yine aynt diigiimde biten yol olarak tanimlantyor.

Giinliik hayatta pek cok seyi gizgelerle tanimlamak
ve modellemek miimkiin. Birden fazla varlk varsa
bunlar arasindaki iliski rahatlikla cizgeler kullanilarak
ifade edilebiliyor. Bilgisayar miihendisligi ve bilgisayar
bilimleri, sosyal aglar, bilimsel ¢alismalar ve bilimsel
calismalara olan katkilar, kurumlar arasi iligkiler, tiriin
ve hammadde tedarik aglari, molekiiler yapilar, mobil

aglar, ila¢ karakterizasyonu, veri organizasyonu, bioen-
formatik sistemler, bulasici hastaliklar, internet servis
saglayicilari, hava, kara ve deniz ulasim aglari, elektrik
ve elektronik devreler, bilgisayar oyunlari ve yapay si-
nir aglari gibi sayisiz alanda cizge teorisi kullanilarak
problemler hizli ve diizgiin bir sekilde tanimlanip ¢ozii-
me kavusturulabiliyor.
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Konigsberg
Kopriisii
Probleminden
Teori Doguyor

Cizge teorisinin temellerinin tim zamanlarin
onde gelen matematik¢ileri arasinda gésterilen Is-
vigreli matematikgi ve fizik¢i Leonhard Euler tarafin-
dan atildigt kabul ediliyor. 1736 yuinda yayumlanan
“Konigsberg’in Yedi Koprusi” makalesindeki tarihi
Oneme sahip problemin ¢6zimu ile birlikte ¢izge teo-
risi de ortaya ¢ikmzts oldu.

0 donemde Konigsberg kentinde Pregel Nehri'nin
kollar olan Eski Pregel ve Yeni Pregel nehirleri bolgeyi
dort pargaya ayutyor ve nehirler tizerinde de bu bolgele-
ri birbirine baglayan 7 adet kdpri bulunuyordu. Burada
¢O0zUum aranilan problem ise butun koprilerden bir ve
yalnmiz bir defa gecilerek bolgeyi gezmek mumkiin olabi-
lir miydi? Bu problem ¢ogu kisiye tanidik gelebilir. Elleri-
mizi kaldirmadan ve her bir baglantidan bir defa gegecek
sekilde karmasik goziken bir sekli ¢izmenin mumkin
olup olmadigumt birgogunuz denemis olmalisiniz.

Konigsberg kopri probleminin gizge olarak
ifade edilmis hali. Her bir baglanti

farkli kopriyd, her bir diigim ise farkli
karasal bolgeyi ifade ediyor.
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18. ylizyillda
isvicreli matematikgi
Leonhard Euler, yedi

kopriinin her birinden
tam olarak bir kez
gececek bir yolun var
olup olmadigi sorusuyla
ilgilendi ve bunun
mumkiin olmadigini
gosterdigi calismasiyla
Gizge teorisinin
temelini att.

Leonhard Euler (1707-1783)

Pregel Nehri etrafina kurulu C ve B karalart ile A
ve D adaciklarinin etrafindaki 7 adet kopriniin her bi-
rinden yalnizca bir defa gegilen bir yolun olup olmadt-
g1 problemi Uzerine diisinen Euler, sayet bir digume

1652 yilina ait
Matthaus Merians Erben tarafindan gizilmis,
koprileri de gosteren Konigsberg haritasi

bir baglanti ile geliniyorsa bu dugumu terk etmek i¢in
farkli bir yola gerek oldugunu soyliyordu. Buradan
yola ¢ikarak her bir digume gelen ve giden baglantt
sayisint hesapladi ve buna digum derecesi adint verdi.
Eder bir digumun derecesi tek sayt ise bu digum ya
baslangi¢ ya da bitis noktast olmaliydt.

Euler bu problemin ¢ézimu ile ugrasirken “Euler
yolu” teorisini ortaya koydu ve yayumladigt ¢calismada
bdyle bir gezintinin gerceklestirilemeyecedini gosterdi.
Euler problemin ispatt i¢in glizergdht diigtimler ve bag-
lantilardan olusacak sekilde modelledi. Eger bir yonsiz
(yonden bagumsiz) ¢izgede buitiin baglantilart dolasan
bir yol bulunabiliyorsa bu yola “Euler yolu” deniyor.
Egder bu yol basladigt digumde son buluyor ve tam bir
dongt elde ediliyorsa da “Euler donguisi” olarak adlan-
durtliyor. Buna gore eger ki ¢izgedeki tim digumlerin
derecesi (0 diugume gelen ve giden tim baglantilarin
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toplamy) ¢ift say1 ise sadece bu durumda Euler dongu-
sinun varlifindan sOz edilebiliyor, yani basladiginiz
digumden hareketle tim baglantilardan bir kez gece-
rek yeniden baslangi¢ digumiune donebilirsiniz.

Cizgede tek sayilt digim dereceleri varsa bunlardan
en fazla iki tane olmast durumunda bu sefer Euler yolu
bulmak mimkin olabiliyor. Yani tek sayitli digim dere-
cesine sahip noktadan baslayarak diger tek sayilt digum
derecesine sahip noktada bitirilecek sekilde tiim baglanti-
lardan gegilebilir. Diger tim olasiliklarda Euler yolu veya
dongusunin varligt mimkin olamyor.

Peki, bir ¢izgede birden fazla Euler dongusu buluna-
bilir mi? 1941 yiinda dort matematikgi tarafindan bulu-
nan teorem bu arastirmactlarin isimlerinin bas harfleriy-
le adlanduriliyor. BEST teoremine gore, bir ¢izgedeki Euler
dongtlerinin sayisint bulmak igin, bu ¢izgedeki tim du-
gumlerin derecelerinin bir eksiginin faktoriyelleri hesap-
lantyor ve sonuglar birbirleriyle carptliyor. Ornedin A, B,
C, D digumlerinden olusan bir ¢izgede diiguim dereceleri
swraswyla 4, 4, 2, 2 olsun. Tim dugum dereceleri ¢ift sayt-
da oldugu i¢in Euler dongustinin oldugundan séz ede-
biliriz. Digtim derecelerinden bir eksilttigimizde 3, 3, 1,
1 sayilarunt elde ederiz. Faktoriyellerini hesapladigumizda
da (3! (3x2x1), 3! (3x2x1), 1!, 1!) nihayetinde 6, 6,1, 1 say1-
larin elde ederiz. Bu sayllart birbiriyle carptigimizdaysa
¢izgede 36 farkli Euler donguisii oldugunu soyleyebiliriz.

Daha basit olan bir ¢izgeyi de siz hazirlayip kag fark-
It Euler dongusu oldugunu gosterebilirsiniz. Bunun i¢in
yine A, B, C, D, olarak isimlendirilen 4 diigiimden olusan
ve digum dereceleri sirastyla 4, 2, 2, 2 olan bir ¢izge ¢i-
zin ve Euler dongiilerini bulmaya ¢alisin! Kag tane boyle
dongu var? Siz kag tanesini bulabildiniz?

2
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Cizgelerde bir digumden baslayip aynt digimde bi-
ten ve aynt diigimden iki kez ge¢gmeyen yollara dongu
adu veriliyor. Bir ¢izgenin igerisinde herhangi bir dongu
olup olmadigimin bulunmast da matematikte Onemli
problemlerden biri. Bir ¢izgedeki baglantt sayist, digim
sayisindan buyuk ya da bu sayiya esitse o ¢izgede en az
bir dongii bulunuyor.

Dugum sayist Uig veya daha fazla olan ve tek bir don-
guden olusan ¢izgelere “dongii ¢izge” adi veriliyor. DOngu
gizgeler C_ seklinde gosteriliyor ve n digim ve hat sa-
yisunt ifade ediyor. DOngu ¢izgelerdeki tim dugimlerin

derecesi birbirine esit ve 2’dir.
CS C4 CS C6

Tekerlek cizgelerse dongu ¢izgelerin tam ortasina
yeni bir digum eklenip bu digimuin diger tim dugum-
lere baglanmasiyla elde ediliyor. Tekerlek gizgeler W_
seklinde gosteriliyor ve bu ¢izgeler n digum ve 2(n-1)
baglantt igeriyor.

AMww

4 5 6 7

Eder bir basit ¢cizgede her bir digtim diger tim du-
gumlerle bir baglantiya sahipse bu durumda “tamam-
lanmuts ¢izge” varligindan s0z edebiliriz. Tamamlanmais
gizgeler K seklinde gosteriliyor ve n digim sayisint
ifade ediyor.
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Tamamlanmis cizgelerde tim digumlerin derecesi
birbiriyle esit olup toplam digum sayisinin bir eksigine
karsilik geliyor. Toplam baglantt sayist ise (n (n-1))/2 for-
muliyle bulunabiliyor.

Cizgelerde tipik bir alt gruplara ayirma sorusu,
bir G ¢izgesinin baska bir ¢izge grubu kopyalarina bo-
limlenip boélimlenemeyecedini sorgular. Bu konuda-
ki en eski ve en yaygin bilinen, tahmine dayalt varsa-
yumlardan birisi de 1963 yilinda ¢izge teorisine buyuk
katkilarda bulunmus Alman matematik¢i Gerhard
Ringel’in tamamlanmis bir c¢izgenin birbirini tekrar
eden ve dongu icermeyen par¢alara bolinebilmesinin
mumkin oldugu uizerine varsayumidir. Bu varsayima
gore K, . tamamlanmis gizgesi n sayida digime sa-
hip pargalarin 2n+1 kere tekrarlanmasiyla olusturula-
bilir.

Matematik bilimine yaptigi
bliytk katkilarin yaninda ayni
zamanda Unld bir entomolog
(bdcek bilimci) olan Ringel,
kelebek toplama ve yetistirme
lUzerine galismalar da yapti.
Oliimiinden bir siire nce
5.000’den fazla 6rnek igeren
oldukga seckin kelebek
koleksiyonunu California
Universitesi Santa Cruz Doga
Tarihi Koleksiyonlari
Miizesine bagisladi.

Gerhard Ringel (1919-2008)

Matematikciler tamamlanmis c¢izgelerin buyuk
agaclara (i¢inde dongu barindirmayan ¢izgelere) bo-
linebilmesinin mimkin olup olmadigint uzun yul-
lardur arastirtyorlar. Burada buyik agag¢ olarak ifade
edilmek istenen, agacin boyutunun ¢izge boyutu ile
kiyaslanabilir derecede oldugudur. Konuyla ilgili var-
sayum ve ¢ozUim bekleyen soru 1963 yilinda Ringel ta-
rafindan ortaya atildi ve varsayuma gore tamamlanmzts
K, . ¢izgesi n baglantiya sahip herhangi bir agacin
kopyalarina ayristirilabilirdi. Cizge ¢0zimlemeleriyle
ilgili en eski agik varsayumlardan birisi olarak bilinen
bu konu tzerinde gesitli sekillerde agaglar kullanila-
rak farkli ¢oztimler yayumlandi ve bazi kismi sonuglar
da elde edildi.
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Ringel varsayimina gore, belirli tirden karmasik gra-
fikler belirli daha kii¢iik grafiklerin herhangi bir kopyast-
nin tekrarlanmastyla elde edilebilir. Bunu kafanizda daha
iyi canlandirabilmek i¢in bir zemini aynt seramik karolar-
la tamamen kapladiginizt diistinebilirsiniz. Burada ilk ka-
royu nereye yerlestirdiginiz grafik teorisinde oldugu gibi
olduk¢a 6nemlidir. Yaptlan bu yeni ¢alisma oldukga kritik
bu asamaynt sezgisel ve sasirtict bir sekilde ele aliyor.

Yakin zamanda R. Montgomery, A. Pokrovskiy ve B.
Sudakov adli ii¢ matematik¢i tarafindan yaklasik 60 yillik
bu problemin ¢6zildigu bildirildi. Sonuglara gore, kar-
masik ¢izgelerin nokta ve ¢izgi yapilart aslinda birbirinin
aynist olan daha kiigiik pargalarin birlesiminden elde edi-
lebiliyor. Bu oldukga eski varsayunin ¢6zim bulmast ma-
tematik diinyasinda oldukga buiytiik heyecan uyandurdt.

Matematikciler karmasik ¢izgelerdeki dugtimler ve
baglantilarin nasil bir araya geldiklerini uzun yillardan
beri arastirtyorlardi. Daha kigiik ve daha basit sekille-
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rin daha karmasiklarinin yapt taslart olup olamayacagt
konusu ise bu alanda ¢0ziilmesi beklenen 6nemli soru-
lardan biriydi.

Gerhard Ringel bu tiirden, basit gériinen ama olduk-
ca kapsaml bir soru ortaya koydu. Oncelikle 3’ten biiyiik
olan tek sayida digimle baslayin. Her bir digum diger
tim dugumlere baglanacak sekilde aralarina baglanti-
lar (kenarlar) ¢izin. Sonugta tamamlanmuis bir ¢izge elde
edersiniz. Bu ¢izgeyi elde etmek icin aralarinda ¢izgi ile
baglanmis ve kapali olmayan birimler diisintn. Bu bi-
rimler gOrintuleri itibariyle aga¢ olarak adlandirihiyor.
Yani tim bir grafik bu agaclarin kendini tekrar etmesiyle
elde edilebilir mi?
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Farkli agag ornekleri



Herhangi bir déngu icermeyen ve baglantt sayist
digum saysinin bir eksigi olan ¢izgelere “agag” ¢izge
deniyor. Ringel’in sorusu tam olarak tamamlanmis ¢iz-
geler ve agaglar arasindaki iliskiye dayantyor. Oncelikle
2n+1 yani tek sayida diugumu olan tamamlanmis bir
¢izge hayal edin. Daha sonra n+1 sayida digume sahip
olast butlin agag turlerini distinun. Bu da elinizde pek
¢ok olasilik var anlamina geliyor ve isler olduk¢a kar-
mastiklasiyor.

Simdi yapilacak sey ise bu adaclardan sectiginiz
herhangi birisini ¢izgedeki kdselere ve kenarlara denk
gelecek sekilde yerlestirmek. Sonra aynt agacin baska
bir kopyasint ¢izgenin farkli noktalarina yerlestirerek
tium ¢izgeyi ¢akisma olmayacak sekilde kaplamak. Rin-
gel dogru yerden baslandigi takdirde agaglarin ¢izge-
nin tamamtna kusursuz sekilde désenebilecegini 6ngo-
riyordu. Ringel’in varsayimt digim sayisinin ne kadar
biyik olduguna bakmaksizin tek sayida digum igeren
tim tamamlanmais ¢izgeleri kapstyor. Cizge buytudukee
uygulanabilecek farkli agaglarin sayist da astronomik
rakamlara ulasiyor. Peki bu agaglarin her biri kullant-
larak tim cizge nasil mikemmel bir sekilde elde edi-
lebilir?

Ringel’in varsayuminin dogru oldugunu disinmek
miimkiin. Oncelikle bir 2n+1 diigiimlii ¢izgenin kenar
sayist n+l1 diugumli agacin kenar sayisina tam olarak
boélunebiliyor. Bu nedenle varsayimin gegerli olabilece-
dini diisinen matematikg¢iler konudaki arastirmalarina
uzun yillar ara vermeden devam ettiler.

En basit sekilli agaglardan biri yildiz seklinde olan-
lardir. Bu agacglar merkezi bir digumden c¢ikan dallar
seklindedir. Matematikg¢iler bu tiir agaclarla yapilan ca-
lismalarda n+1 digumli agacglarin 2n+1 digumla gra-
fikleri kusursuz bir sekilde kaplayabildigini gosterdiler.
Bu da matematikgilere ilerlemeleri i¢in gerekli moti-
vasyonu saglamak i¢in yeterliydi.
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Simdi de 11 digumli bir 6rnek diisinin. Bu dugim-
leri dairesel bir sekilde esit araliklarla yerlestirin ve her bir
digumi diger digtimlerle birlestirerek bir ¢izge elde edin.
Simdi bu ¢izge icin 6 dUgumli yildiz seklinde bir agag tart
distunin. Ardindan bu agact koseler birbiriyle ¢akisacak
sekilde yerlestirin. Sonra agact bir sonraki kdseye hareket
ettirin. Yildiz seklindeki agact her seferinde bir birim don-
diirmeye devam edin. Basladiginiz yere geri geldiginizde
Ringel’in 6ngordiigu gibi agaglardan hicbiri st tiste ¢akis-
madan ¢izgenin tamamen kapladigun gorebilirsiniz.
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11 digumli tamamlanmis gizge ve onu olusturmak icin kullanilan 6 dagumla
yildiz seklinde agag.

Adac bir yildiz seklindeyse varsayumin gerceklik payt
olabilecedini goren bilim insanlarn daha karmasik yapidaki
adaclarin da ise yaraylp yaramayacagunt sorgulamaya bas-
ladilar. Oyle ki Ringel varsayumun yayumladiktan kisa siire
sonra Slovak-Kanadalt matematik¢i Anton Kotzig 2n+1 du-
gumli her tamamlanmus ¢izgenin n+1 digimli herhangi
bir aga¢ tarafindan ddsenebilecedini 6ne stirdu. Basta bu
fikir hayali gibi gortinebilir. Rotasyonel islemin ise yarama-
st i¢in elbette agaglarin dogru bir sekilde yerlestirilmesi
gerekiyor. Yildiz seklindeki agaglarda dogru yerlestirme
yapmak olduke¢a kolay ancak farkl sekil ve uzunluklarda
bircok dali olan agaglart nasil dogru sekilde yerlestirecegi-
nizi hayal etmek oldukea zor bir hal alabilir.
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Matematikgiler Ringel’in varsayimint Kotzig’in don-
dirme yontemi ile ¢6zmek i¢in kolay bir yontem uygu-
ladiar. Farkli renklerin kod olarak kullanilmast ile islem
oldukea kolay uygulanabilirdi.

Renk kodlamast karmasik seyleri diizenlemek ve
farklihgr algilamak igin etkili bir yontem. Aynt zamanda
cizgeye ilk adact yerlestirmenize ve islemi stirdiirmenize
de kolayliklar sagliyor. Bir daire Uizerine yerlestirilen 11
digumli tamamlanmis bir ¢izgeyi yeniden disunelim.
Burada dikkat edilmesi gereken nokta baglantilarin nasil
kodlanacagidir. Bu mesafeyi bir digiimden digerine git-
meniz i¢in gereken ¢ember etrafindaki kenar sayst ola-
rak tanumlayabiliriz. Cemberin i¢inden herhangi bir kisa
yol olmadigint distiniiyoruz. Boylece baglantilar 1 ile 5
arasinda renk kodlarina sahip olacak. Farkli renk kodla-
masina sahip baglantilar 11 koseli ¢izgeye uygun olarak
yerlestirildiginde asagidaki sekil elde edilecektir.
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Ringel ve Kotzig varsayumlarint 6ne surdiikten kisa
sure sonra Kotzig ¢izgede kullanilan renklendirme
modelinin adacin ve yerlestirmesinin nasil yapilmast
gerektigine yonelik bir kilavuz olarak kullanilabilece-
dini fark etti. BOoylece aga¢ ayni renkteki baglantilart
kaplayacak ve higbir sekilde aynt renkli bolgeyi iki kez
kaplamayacakti. Matematikciler bu yerlesimi “adacin
gokkusagt kopyast” diye adlandiriyorlar. Renklendirme
isleminde n adet farklt renk ve n+1 adet digimden
olusan en az bir olast gokkusagt kopyast bulunabilir.
1960’larin sonlarina dogru matematikgiler agacin gok-
kusagt kopyasinin baslangi¢ noktasint bulmayt sagla-
digimt ve bu noktadan baslayarak agact dondirmek
yoluyla sekli kaplayabileceklerini anladilar.

K, gizgesiﬂve 4 tzaglaqtlll bir T agacinin 9§I<ku§ag| kopyaglz Agacin diizgln bir
sekilde dondurilmesiyle tamamlanmis cizge elde edilebiliyor.

Bundan sonra yapilacak sey 2n+1 sayida digum
iceren tamamlanmis ¢izgenin n+l digimden olusan
tim olast agaglarin gokkusagt kopyalar ile kaplana-
bilecedini kanitlamaktt. Ugraslar yaklasik 40 yil sturdu
ancak Sudakov ve arkadaslart sonunda gerekli kanita
ulastilar ve bu 6nermenin bilytik n degerleri i¢in de ge-
cerli oldugunu bildirdiler.



11 digimla tamamlanmis bir grafik ve 6 dagumli
bir agact tekrar diisintiin. Grafigin tamamuni 5 farkl renk-
le ifade edebilirsiniz. Elinizdeki agacin da 5 farkli renkte
bagdlantist olacaktir. Sizden istenen sey ¢izgenin igindeki
adacin gokkusagt kopyasunt bulmak.

Adacin kenarlarint cizgeye teker teker yerlestirin. lk
baglantiyt yerlestirmek oldukca kolay gorunebilir. An-
cak diger baglantilan yerlestirmek ve agact elde etmek o
kadar da kolay olmayacaktir. Basit sekilli agaglarin gok-
kusagt kopyalarimt bulmak oldukga kolay olabilir. Ancak
karmasik agag¢ yapilarinda bu islem bir hayli zor. Dogru
yerlestirmesi en zor agaglardan birisi tek bir digimde
birlesen ve diizensiz bir sekle sahip olanlardir. Yerlestir-
me Kolayligt bu gibi karmasik agag sekilleri s6z konusu
oldugunda ortadan kalkiyor.

Isin zorlugunu daha iyi anlamak i¢in simdi de 11
baglantist olan bir aga¢ diisiinelim. Bu baglantilardan 6
tanesi merkezi bir tepe noktasinda birlessin. Geri kalan
bagdlantilar da ¢ogunlukla bir noktadan baglansin. Bura-
da yerlestirilmesi en zor nokta altt baglantt iceren tepe
noktast. Matematikgiler bu bolimu agacin geri kalanwn-
dan aywrdilar ve ilk 6nce onu yerlestirdiler. Bu islem basit
olarak modiiler bir mobilyayt pargalarina ayuip yeniden
tekrar birlestirmek gibi distuntlebilir. Sonra yildiza ben-
zeyen seklin ¢izgenin igerisine yerlestirilebilecedi olast

tium bolgeler tespit edildi ve rastgele bir tanesi baslangig
noktast olarak segildi. BOylece ¢izgenin geri kalan kismt-
nin da rastgele olmast saglandi. Bu adimdan sonra yaptl-
mast gereken agacin geri kalan kismunin kalan bolgelere
dogdru bir sekilde yerlestirilmesini saglamaktt.

11 baglantiya sahip karmasik bir agag

Kullandiklart yontem ve ¢alismalart sayesinde klasik
metotlarla ¢oziillemeyen oldukca eski bir problemi ¢o-
zen arasturmactlar, bir agacin en zor kisumlarn yerlestiril-
diginde geriye kalan rastgele kisumlart bostaki bolgelere
diizgun bir sekilde yerlestirmenin ve agacin gokkusagt
kopyasinin bu sekilde gosterilebilecedinin her zaman bir
yolu oldugunu gosterdi. Sonuglar 2n+1 digumlia her ta-
mamlanmus grafikte n+1 digimli her agacin gokkusagt
kopyasint bulmanin kesin bir yolunu hentiz tam olarak
gostermiyor ama bir gokkusagt kopyasinin bulundugunu
kanitliyor ve benzer ¢oziilmemis problemler i¢in de yeni
¢6zum yollart sunuyor. B
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