1931 yilinda, Avusturyali geng bir ma-
tematikci, matematik camiasini derinden
sarsan ve matematige farkli sekilde bak-
maya zorlayan bir makale yayimladi. Bu
matematikci, Kurt Godel’di. Makalesinde
ispatladig1 teorem de Gdodelin Eksiksiz-
Olmama (incompleteness) Teoremi, ya da
basitce Godel Teoremi olarak anildi. Cok
basarili calismalari bu 6nemli teoremden
ibaret degildi. Godel, ayn1 zamanda bilgi-
sayarlarin temelini olusturan yinelgen (re-
cursive) fonksiyonlar teorisinin de yaratr-
cilarindan biriydi.

Godel 28 Nisan 1906’da, simdi Cek
Cumbhuriyetinde Brno olarak bilinen,
Avusturya’nin Briin kentinde dogdu. Lise
doneminde her bakimdan parlak bir 68-
renci, Viyana Universitesi’nin de yildizy-
di. Mezuniyet sonrasi ¢alismalarini da bu-
rada yaparak 1929’da doktorasini tamam-
lad1 ve dogrudan egitim kadrosuna alindi.
Unlii teoremini ispatladig: yer de burasty-
di. Ancak 1940 yilina gelindiginde, artan
Nazi zuliimi karsisinda Viyana’dan kacti
ve daha Once 1934’te ziyaret etmis oldu-
3u, Princeton’daki {leri Arastirmalar Ens-
titist’'nde calismaya basladi. 14 Ocak
1978 deki oliimiine kadar orada kald:.
Diinyanin en 6nde gelen mantik uzmani
oldugu distintlen bu adamin 6limd de
hayli sasirtici oldu. Eriskin yasaminin bi-
yik boliimiinde hastalik hastasi olan G6-
del, yaslandikca kendisine zehir verilmek-
te olduguna kesin goziiyle bakmaya bas-
lads, sonunda yemek yemeyi tiimiiyle bira-
karak acliktan éldd.

Godel’'in mantik dist davrandigi kusku
gotlirmez; ama 6limu onun Unlind azalt-
mad:. iki yil 6nce Time dergisi 20. yiizyr-
lin en etkileyici distintirleri konusunda
bir anket yaptiginda, ilk 20 arasina giren
iki matematikciden biri Godel’di; 6teki de
Alan Turing.

Eksiksiz-olmama teoremi matematikte
bir seyin dogru oldugu séylendiginde, ma-
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tematikcileri bunun ne anlama geldigini
diistinmeye zorladi. Bunun matematik an-
laytisimizda yol actigi degisim, 19. yiizyil-
da Oklid-dis1 geometrilerin kesfedilmesi-
nin geometri anlayisimizda yaptigi degi-
simden daha az dramatik degil.

Bu biiyiik kesiflerin ikisi de aksiyoma-
tik sistemlerle ilgiliydi. Bu nedenle, mate-
matikcilerin "aksiyom" sézcliglinden ne
anladiklarim ve aksiyomlarin matematik-
te oynadigi rolii kavramadan, bu kesifler
tam olarak anlasilamaz. Gédel Teoremi
hakkinda yillar boyu yazilan onca sa¢cma-
ligin ardinda yatan da, aksiyomlarin doga-
sina iliskin yanls anlamalar.

Godel Teoremi 6zetle sunu séyler: Ele-
menter aritmetigi icerecek 6lctide zengin
herhangi bir aksiyomatik sistemde, dogru
olan, ancak aksiyomlar kullamlarak ispat-
lanmasi olanaksiz olan matematiksel ifa-
deler vardir; mantiksal terminolojiyle, ak-
siyom sistemi eksiksiz (complete) degildir.

Godel'in bu teoremi ispat ettigi do-
nemde, yeterince cabayla matematigin bt-
tiniini icerecek aksiyomlarin formtile
edilebilecegine kesin goziiyle bakiliyordu.
Eksiksiz-olmama teoremi bu umutlari yok
etti; bircok matematikci de bunun, elde
edebilecegimiz matematik bilgisinin bir si-
nirt oldugu biciminde yorumladi. Ancak
simdilerde boyle distinenlerin sayisi cok
az. Matematiksel dogruluk anlayisimizda
Godel Teoreminin yol actig1 degisim o ka-
dar etkili olmustur ki, giintimtizde cogu
kisi, sonucun aksiyom sistemlerinin sinir-
lilig1 konusunda yalnizca teknik bir gortis
oldugunu ddstndir.

Godel Teoreminin baslangicta yarattigi
carpici itkiyi anlamak icin o dénemin ko-
sullarina gore diistinmek gerekir. 19. yliz-
yilda matematikciler sezgisel goriinen
kavramlarin cogunun sorunlara yol actigr-
n1 6grenmislerdi; reel sayilarin stirekliligi-
nin (continuum) yapisi ve strekli fonksi-
yonlarin dogasi da bunlar arasindayd.

ATEMATIKTE
GODEL
DEVRIMI

Sezgiyi ve glivenilir olmayan varsayimlar
temel almanin yol acabilecegi yanilgilari
onlemek amaciyla Eski Yunan dénemin-
de kullanilan ve o zamandan sonra bir ya-
na birakilan, aksiyomatik yontem denen
bir yontemle matematik yapmaya buyik
6nem vermeye basladilar. Bu yontemde,
ilgilendiginiz kavram ya da sistemi kapsa-
digim1 distindigliniiz bir dizi varsayimi -
ya da aksiyomu- kesin ifadelerle yazarak
ise baslarsiniz. Sonra da bu aksiyomlari
kullanarak yaptiginiz mantiksal c¢ikarim-
larla, kavram ya da sistem hakkinda ‘dog-
ru’ ifadeler elde edersiniz.

Bu yaklasimin en iyi bilinen érnegi, ge-
ometri icin Oklid (Eukleides) aksiyomlart-
dir. Dev boyutlu eseri Elements'de Oklid,
diizlem geometrisi konusundaki biitiin
dogru ifadelerin cikarsanabilecegini du-
stindtgl bes ilke siraladi. Aksiyomlar,
gerceklik arayisinda baslangic noktast
olarak secildikleri icin, onlarm dogru ol-
duklar1 konusunda hichir kusku olmama-
s1 gerekir. Aksiyomlar, dogruluklar asi-
kar olan basit 6nermeler olmalidirlar.

Oklid’in besinci aksiyomu sunu séyler:
"Her I dogrusu ve bu dogru tstiinde olma-
yan her P noktasi icin, P noktasindan ge-
cen ve I'ye paralel olan tek bir m dogrusu
vardir." Paralel Posttilati denen bu aksi-
yom konusundaki kuskular ytizyillar bo-
yunca Oklid geometrisinin pesini birakma-
di. Duyulan kusku, onun ifadesinin, 6teki
dort aksiyomunkiler gibi basit olmamasin-
dan kaynaklaniyordu. Bu sorunu ¢ézmek
icin aksiyomu daha basit varsayimlardan
cikarsama cabalari hicbir sonu¢ vermeden
stirdu gitti; ta ki ¢ok carpici bir kesif yapr-
lana kadar: Aksiyomun, paralellik konu-
sundaki dogal insan icgtidiileriyle her ne
kadar uyum icinde oldugu sdylenebilirse
de, aksiyom olarak icerilmesi ttimtiyle key-
fi bir durumdu. Paralel Posttilati bir aksi-
yom olarak alan Oklid’in bilindik geomet-
risi, olanakli baska geometrilerden yalniz-



ca biridir. Bu geometrilerden biri tizerinde
karar kilmak, tercihe ya da amaclanan uy-
gulamaya baghidir.

Gercekte Oklid’in aksiyomlarinda, Pa-
ralel Postiilatinin icerilmesinden cok da-
ha buytk bir sorun vardi. Hem kendisi,
hem de nesiller boyu gelen bircok takipgi-
si, onun aksiyomlarindan ¢ikardiklarini
distindtikleri teoremleri, gercekte, onun
listesinde olmayan bircok temel varsayr-
min bilincaltindaki varliklarini kullanarak
ispatlamiglardi. 19. ytizyill sonlarinda Al-
man matematik¢i David Hilbert, eksik
olan bu énemli aksiyomlar1 yaziya déke-
rek isleri diizene koydu.

Hilbert'in dikkatini ¢ceken sorunlar ko-
nusunda bir fikir vermek amaciyla su 6r-
negi ele alalim; cetvel ve pergel kullana-
rak bir eskenar tiggenin cizimi gibi ¢cok
basit bir 6rnek. Bir dogru parcasiyla bas-
layarak onun iki u¢ noktasindan pergelle,
dogru uzunlugunu yaricap alan iki yay ci-
zersiniz. Bu yaylarin kesistigi nokta, eske-
nar liggenin ti¢linci kosesini belirler. Her
sey akla yakin gérintiyor. Bu adimlari
kullanarak hir eskenar (i¢gen ¢izmeniz
mumkiin.

Ancak Hilbert, bu iki yayin kesistigin-
den nasil emin olabilecegimizi sorguladi.
Yani, ortak noktalar1 oldugunu nereden
biliyoruz? Kagit tizerine cizilen iki yay ke-
sisir gortindd diye, bir kesisme noktasinin

gercekten varoldugunu kesin bir sekilde
sdyleyemeyiz. Kalemle cizilen cizgilerin
tersine, ideal cizgilerin kalinhg: yoktur.
Oyleyse kalinligi olmayan iki yaymn ortak
bir noktasi oldugundan nasil emin olabili-
riz? Yanit, emin olamayacagimiz y6ntn-
de. Eger iki yayin kesismesini istiyorsak,
bunu saglayacak bir aksiyoma gerek var-
dir. Bu akla yakin bir aksiyomdur ve yay
cizme konusundaki sezgilerimizle uyum
icindedir. Ancak ispat edilebilecek bir
6nerme degil, bir varsayimdir.

Hilbert'in bu calismasi bize, matemati-
gin herhangi bir dalinda kullanilan varsa-
yimlarin hepsini belirlemenin ne kadar
zor olabilecegini gosterir. Geometrideki
aksiyomlar konusundaki galismasimin he-
men ardindan Hilbert, matematik icin
hayli genis kabul goren bir gorts ileri stir-
dii. Formalizm ad1 verilen bu goriise gore
matematige, temelde bir oyunlar toplulu-
gu (y181n1) olarak bakilmalidir; bu oyunla-
rin her biri, timdyle belirlenmis kurallara
gore oynanmalidir.

Sozgelimi Oklid geometrisiyle ugras-
mak, Oklid geometrisi oyununu oynamak-
tir. Bu oyunda Oklid geometrisinin aksi-
yomlariyla baslayip, tiimtiyle belirlenmis
kurallara gore sembolleri mekanik olarak
kullanarak, Oklid geometrisinin biitiin
gerceklikleri cikarilabilir. Aksiyomlarin ve
kurallarmin belirlemedigi hicbir sey kulla-

Hilbert ve Yikilan Umutlar

Matematigin belirli bir kolundaki biitiin gerceklik-
leri cikarmak icin gereken aksiyomlar mekanik olarak
formiile etmek seklindeki yaklagim, Hilbert Programi
olarak adlandirildi. Bircok matematikgi icin aksiyomla-
i aramak Kutsal Kase’yi aramak tiriinden bir amaca
doniisti. Ne var ki, bunlar arasinda matematik calis-
malarinda insan sezgisinin roliine biyik saygi duyan
Hilbert yoktu ve bagskalarinca kendi adinin verildigi
programin gerceklestirilmesinide asla Gnermedi.

Hilbert programini gerceklestirme yolunda en bii-
yiik destek ve caba ingiliz filozoflar Bertrand Russell
ve Alfred North Whitehead’den geldi. U ciltlik dev bo-
yutlu ortak calismalari Principia Mathematica, 1910
ile 1913 yillar1 arasinda yayimlandi. Bu calisma temel
aritmetigi ve mantidin kendisini, aksiyomlardan gelis-
tirme girisimiydi.

Hilbert programinin amacinin olanaksiz oldugunu
gostermek icin Godel'in sectigi drnek de Principia
Mathematica’daki aksiyom sistemiydi. Makalesinin
baghgi soyleydi: "Principia Mathematica ve onunla ilgi-
li sistemlerin formal olarak saptanabilir olmayan ifade-
leri lizerine." Gddel’in ispatini yaptigi donemde genel
kani, eksiksiz-olmama teorisini izlemenin zor oldugu
yolundaydi. Ancak uzun siiredir onun gercekte olduk-
ca basit bir sonug oldugu farkedildi. Godel’in orijinal
ispatinin karmasikhdr biiyiik olciide yersiz olup, argii-
manin ifade bigiminin bir sonucudur. Aslinda Godel’in
yaptidi, bilinen "Yalanci Paradoksu"nu alip, aritmetigi

iceren bir aksiyomatik sistem icinde onun nasil yeni-
den olusturulacagini gostermekti.

Eski Yunan’a uzanan Yalanci Paradoksu, bir kisi
"yalan soyliyorum" dediginde ortaya cikar. Eger bu
kisi yalan soyliiyorsa 6nerme dogrudur; dyleyse yalan
soylemiyordur. Eger yalan soylemiyorsa 6nerme yan-
histir; dyleyse yalan soyliiyordur. Kaginilmaz gibi gorii-
nen bir paradoks... Godel benzer bir 6nerme ele aldi
(“Bu 6nerme ispatlanamaz” Gnermesini) ve onun arit-
metikte bir matematiksel formiil olarak nasil ifade edi-
lebilecegini gosterdi.

Bunu yapmak icin 6nce onermeleri sayi olarak
kodlamak gerekiyordu; bu, Godel numaralamasi de-
nen bir siirec. 0 donemde oldukgca derin ve zor bir
adim olarak diisiiniilen bu siireci, giiniimiizde bir siirii
casus filmi de kullanir! Mesajlari sifreleme sirasinda
ingilizce sozciikler ve tiimceler sayi dizileri olarak kod-
lanir. Godel’in bir sonraki adimi, ispatlanabilir olma
kavraminin aritmetik icinde nasil ifade edildigini gos-
termekti. Bu daha derin bir icerik tasiyordu; ama gii-
niimiiz matematikgileri icin bu da rutin bir sey haline
gelmis gibidir.

Kodlama yapildiktan sonra sonug artik kaginilmaz-
di. Eger aksiyom sisteminin tutarli oldugu (yani, ken-
di icinde bir tutarsiziga yol acmadigi) varsayilirsa,
onermenin ispatlanabilir olmadigi asikardir (ispatlana-
bilir olmadigini kendisi soylemisti.). Bu nedenle dog-
rudur; ama ispatlanabilir degildir.

Godel ve

Einstein,
rinceton’da”
ir yiirdyis

sirasinda

P
nilamaz. Ozellikle de noktalarin ve dogru-
larin 6zellikleri konusunda hicbir sezgisel
algilama kullanilamaz ve kullamlmamali-
dir da. Hilbert'in dedigi gibi, noktalar ve
dogrulardan sozedildigi bir konusmada,
onlarin yerine s6zgelimi kahve fincani ve
masa sozcuklerini kullanabilirsiniz; yeter
ki aksiyomlar, bu nesneler kullanilarak
ifade edilsin. O zaman elde edilen teori,
gercekte kullanilan sézciikler disinda her
bakimdan 6zdestir.

Her tiirli sezgiyi, nokta ve dogrular
kahve fincanlar1 ve masalardan farksiz kila-
cak élctide ortadan kaldirmanin, matemati-
gi farkedilmeyen ve yanlis yonlendirici var-
sayimlarin tehlikesinden tiimiiyle kurtara-
cag1 distntltyordu. Sizin icin kurallari iz-
leyecek ve biittin gerceklikleri elde edebile-
cek mekanik cihazlar (ki bunlarin sezgileri
olmadig1 kesin) tasarlamak, ilke bakimin-
dan olanaklidir. (Tabii ki tiim bunlar, bilgi-
sayarlar icat edilmeden 6nceydi.)

Matematiksel dogrulugun, ispatlanabi-
lir olmayla (yani matematigin dogru 6ner-
melerinin, gereken bicimde ifade edildik-
lerinde, aksiyomlar kullanilarak ispat edi-
lebilir olmalar1) ayni sey olduguna inanan
matematikciler (formalistler) icin Gddel
Teoremi yikici oldu. Ancak, daha énce de
s0z edildigi gibi, gtinimtizde matematik-
ciler, onu aksiyomatik sistemlerle basart
labilecek seylerin smirli oldugunun bir
dogrulamast olarak ddstindir.

Bunu yapmalarint mtimkin kilan sey-
se, cagdas matematikcilerin, Godel Teore-
minin bize 6grettiklerinden gereken dersi
almis olmalari. Gédel’in sonucu matemati-
gi pek fazla degistirmemis olabilir. Ancak
bizim matematige bakisimizi degistirdi.
Onun, 20. ylizyilin en etkileyici yirmi du-
stinlird arasinda yer almayi hakkettigi,
kusku gotlirmez.
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