SONSUZ TOPLAMLAR

Varsayalim ki bugiln sizin igin
uzun ve yorucu bir giindd, neyse ki
bitti. Bir parca dinlenebilmek icin
koltugunuza séyle bir oturdunuz. Ne
kadar yorulmus oldugunuzu ancak o
zaman gercekten anlayabildiniz.
Hem dinlenip hem de keyifli vakit ge-
cirebilmek i¢in elinize derginizi alip
okumaya koyuldunuz. Iste tam bu si-
rada kapi caldi. Bulundugunuz nok-
taya yaklasik 10 metre uzaklikta bu-
lunan kapiya gidip onu agmak o an
icin yerytiziindeki en zor is olsa ge-
rek.

Genelde pratik ddstinmekten ya-
na olan beyniniz bu sefer tam aksine,
icinizdeki tisenme diirtiistintin baski-
siyla olsa gerek, ortaya teorik distin-
celer atmaya basladi:

“Varsayalim ki kapiy: acmak
tizere yerimden kalktim ve ilk ham-
lemi yaparak 10 metrelik yolun ya-
risint gittim. Daha sonra geriye ka-
lan 5 metrelik yolun da yarisini git-
tim ve geriye 2,5 metrelik yolum
kaldi. Bu yolun da yarisini gitmeyi
basarsam bile geriye her zaman bir
miktar yolum kalacak ve kalan yo-
lu asla sifirlayamayacagim. Sonuc
olarak kapiya ulasmam miimkiin
degil, yerimden kalkmama gerek
yok!”

Tam noktayr koymustunuz ki ac-
lik hissiniz, Gisenme ddrtiintizi bas-
tirmaya basladi. Kapiya gelenin size
yemek getiren iyi bir arkadasiniz ola-
bilecegi dustincesine kapildiniz. Ama
beyniniz az énce kendi kendini kan-
dirmak icin oynadig1 oyuna o kadar
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inand1 ki geri adim atmanin yolunu
bulmak kolay olmadi:

“Varsayalim ki yanlis hesaplama
sonucu aslinda 10m olan kapt ile
aramdaki mesafenin 20m oldugunu
distindiim. O zaman ilk hamlede
yolun yarisint yani 10m yolu gider
kapwya tek hamlede varirim!”

Iste simdi kapiya varacaginiza ik-
na oldunuz ve gercekten de oturdu-
gunuz yerden kalkip kapiya gittiniz.
Acip baktiniz ki kimsecikler yok. Siz
distntrken kapidaki misafir gitmis
olmali! Bu durumun suc¢lusu mate-
matik mi dersiniz?

Zenon’un Meshur
Paradoksu

Zenon’a gore teorikte, az 6nce an-
latilan 6rnekte oldugu gibi, koltuktan
kapiya gitmek imkansizdir. Hatta ha-
reket etmek imkansizdir ¢linkd kapi-
va gidecek kisi 6nce ilk 5 metreyi git-
meli ve bu 5 metreyi gidebilmek icin
6nce onun yarisi olan 2,5 metreyi git-
meli ve beklendigi tizere bu 2,5 met-
relik yolu da gidebilmesi icin 6nce
onun yarisini gitmeli. Kisacasi, bira-
kin yolu tamamlamayi, bulundugu
yerden bir arpa boyu ileri gitmesi bile
imkansizdir ve bu nedenle hareket im-
kansizdir. M.O. 450’lerde yasamis
olan Zenon’un, 40 tane paradokstan
bahsettigi kitab1 gilintimtize kadar
ulasmis olmasa bile pek cok farkl
kaynak sayesinde onun hakkinda bil-
gi edinebiliyoruz. Bu 40 paradokstan

streklilik ve sonsuzla ilgili olan 4°i (2
tanesini hentiz acikladik), matematik
acisindan oldukca énemli clinki bun-
lar 17. ylizyilda Newton ve Leibniz’in
birbirlerinden bagimsiz olarak kesfet-
tikleri sonsuz kiglikler hesabinin ta-
rihsel gelisimindeki ilk basamak.

Bir Hata Olmal:

Anlattiklart korkunc derecede ik-
na edici olan Zenon’un bir yerlerde
hata yaptigina inanmak icin oldukca
gecerli sebeplerimiz var. Her seyden
once biliyoruz ki hareket etmek im-
kansiz degil (tabii ortada bir saglik
problemi olmadigi siirece). Bir yerler-
de bir hata oldugu acik! Ya biz yan-
lis biliyoruz ya da Zenon, bir yerler-
de yanlis oldugunu hi¢ kimsenin fark
edemedigi bir bilgiyi dogru kabul
ediyor.

Sonsuz Toplam

Kapiya ulasamama hikayesine do-
nelim. Alabilecegimiz yolu bulabil-
mek icin su sonsuz toplami hesapla-

mak gerekir.

(5+2,5+1,25+0,625...)=(E+B+E+Q...)
2 4 8 16

=10~(l+l+l+i.

2 4 8 16

Zenonun ddslincesine gore, sonsuz
sayinin  toplanmasini  gerektiren
10~(l+l+l+i...

2 4 8 16  ifadesi sonsuz
bir uzunluk verir.
Teoride bu hesap yapilamaz ama pra-
tikte sonu¢ 10’dur yani teori ile pra-
tik arasinda bir ucurum mevcuttur,
bu da paradoksun cikis noktasidir.
Oysa ki bu sonsuz tane sayiy1 topla-
digimizda gercekten de ‘10’ gibi son-
lu, elle tutulur gercel bir say1 elde
ediyoruz. Ama Zenon, sonsuz tane
pozitif sayiy1 toplayinca saymnin su-
rekli blytyecegini ve bir gercel say-
nin elde edilmesinin mimkiin olma-
yacagini distindiginden bu kabu-
lin yanlishgindan hic stphelenme-
mis. Kabul etmek gerekir ki, Ze-
non’un tezinin celdiricilik dtizeyi ol-
dukca ytksek.
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Sonsuz Diziler ve Sonsuz
Toplamlar

Sonsuz bir dizi dogal sayilardan
gercel sayilara tanimlanmis bir fonksi-
yondur. Ornegin;

1— l;2 — l;3 — l,
8
Bu dizide her n dogal sayisinin
1

(2") gercel sayisina gittigi acikca g6-

1 111
riiléiyor. Dizi @)= ()= Grrgrogre
seklinde ifade edilir ve virgtille ayril-
mis her gercel sayiya dizinin bir terimi
denir. Sonsuz toplam da béyle bir son-
suz dizinin terimlerinin birbiriyle top-
lanmasiyla elde edilen sonugtur:

S: 1 1., 1.1,

Lon ol T2 Tyl

Matematigin 6zellikle 17. ytizyildan

sonra derin bir sekilde yogunlastig1 ve
cevaplar bulabildigi bu tir hesaplarin
2200 yil once yasayanlar tarafindan
anlasilmamasina sasirmamak gerekir,
clinkti 0 zamanlar hentiz limit kavra-
minin bulunmasina ytzyillar vardi.

Sonsuz Tane Sayi Nasil
Toplanir

Sonsuz tane sayiyr toplamak cok
zor degil ama toplamaya gecmeden 6n-
ce yapilmasi gereken 6nemli bir islem
var: serinin yakinsak mi yoksa iraksak
mi1 olduguna karar vermek, ya da diger
bir degisle sonucun bir gercel sayi
olup olmadigini belirlemek.

Ornegin su serinin sonsuza iraksa-
dig1 gayet acik:

in=1+2+3+4...

n=1

Stirekli bliytdigi size acik gelme-
diyse, bir de su yolu deneyin: Serinin
kismi toplaminin, yani 1’den k’ya kadar
olan toplaminin, k sonsuza giderken li-
mitine bakin. Bu toplam formltint ge-
cen yazimizdan hatirlayacaksiniz:

k(k+1)
2
Simdi sonucun sonsuza rraksadigi

daha net, yani seri iraksak.
Yazimizin basindan beri bahsettigi-

k
lim, En =lim,
n=1

‘)
miz (zn geometrik dizisinin kismi
toplamini hesaplamak gtizel bir érnek

teskil edebilir:

1 1 1 1 1
Sp=—+—+—+—+.+

2 4 8 16 2
1 1 1 1 1 1
— S =+t =+t )+
2 5 478 16 2") 2k
1 1 1 1
ESk=(Sk—5)+2kT=>Sk=l—2—k

Bu ifadenin limiti de 1’e gider. Yani
1 metrelik yolun 6nce yarisini, sonra
kalanin yarisini ... giderseniz gercek-
ten de 1 metrelik yolu tamamlarsiniz
¢linkii bu sonsuz toplam 1’e esittir. Bu
sayede teoriyle pratik arasinda ytizyil-
lardir stiregelen ucurumu nihayet orta-
dan kalkmis olur.

Kismi toplam bulmak her zaman bu
kadar kolay degildir iste bu nedenle
karsimiza cikan her seri igin raksaktir,
yakinsaktir ya da yakinsaksa toplami
sudur demek kolay degil. Yakinsakligi
anlamak i¢in pek ¢ok test gelistirilmis.
Bu testleri kullanarak bir serinin ya-
kinsak oldugu kolayca belirlenebiliyor.
Hicbir teste uymayan seriler de var.
Hala yakinsak mi iraksak mi oldugu
belirlenemeyen su seri gibi:

n

2 1.
5 !—+—smn!
E 3 3

n

n=1

Riemann-Zeta Fonksiyonu
Bir serinin yakinsak oldugu belir-
lense bile toplamin ka¢ oldugunun bu-
lunmasi uzun zaman alabiliyor. Bu
ugurda verebilecegimiz en tinlt 6rnek:

5(s) = Eni

Bizim genelde bildigimiz fonksiyon-
lar f(x) seklinde yani fonksiyonun ‘f’
siyle ifade edilir. Bu fonksiyonsa adni,
ifade edildigi zeta (S) harfinden ve
1859 yilinda bu fonksiyonla ilgili ¢cok
onemli bir hipotezi, Riemann Hipotezi-
ni, ortaya atan sahibi Bernhard Rie-
mann’dan almis. Zaman icinde s’nin
hangi say1 degerleri icin fonksiyonun
yakinsak ya da wraksak oldugu bulun-
mus. SOz gelimi s=1 icin seri raksak
ve s’in 1’den buytk tiim degerleri icin
seri yakinsak. Ama yakinsak oldugu-
nun bulunmus olmasi bu fonksiyonun
mevcut sorunlarini ¢c6zmeye yetmiyor,
herbir s degeri icin bu sonsuz topla-
min bir de cevabini hesaplamak gereki-

L @=3
yor. Ornegin =in

JTZ

serisinin es-

tiliginin 6 oldugu Leonhard Euler
tarafindan bulunmus. Hatta s’nin tim
cift degerleri icin toplami hesaplama
yontemi biliniyor ama tek degerlerin
durumu pek icacici degil. Euler’den bu
yana kaydedilen tek ilerleme
@)=
7=t " serisinin irrasyonel bir
sonug verdigi (Roger Apery,1977). Bu-
nun disinda simdiye kadar elde edilmis
baska bir gelisme yok. Sadece hesap
makinasi ile elde edilmis sonuclar ve o
sonucalara bagl yirtttlen tahminler.
Belki de matematik bu sorular1 cevap-
lamak icin hala ortaya cikmamis yeni
kuramlar1 ya da & ve e gibi yeni irras-
yonel sayilar1 bulmay: beklemektedir
ve insanligin bu sonuclara ulasmasi
icin birka¢ yiizyill daha ugrasmasi ge-
rekmektedir.
Niltfer Karadag
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Bere B wlisern Lar

Merhaba;

Oncelikle boyle 6nemli ve degerli
bir dergide bizlere yer ayirdiginiz
icin tesekktr ederim. Ben Aksu Ana-
dolu Ogretmen Lisesi I. Sinif 6gren-
cisiyim. Bilim ve Teknik dergisini ve
Tibitak yayinlarini imkanlarim cer-
cevesinde takip ediyorum. Bilime
asirt derecede ilgi duyuyorum. Bu
bulusumun yaninda daha bir¢ok ko-
nuda buluslarim ve arastirmalarim
var ama ben matematik 6gretmeni-
min de ¢ok ilgisini ceken bu bulusu-
mu yolluyorum. Eger degerlendirir
ve dikkate alirsaniz digerlerini de si-
zinle paylamak istiyorum.

Asal sayilara cok fazla ilgi duyu-
yorum. Bir ¢ok asal sayi kurali ve
fonksiyonu kesfettim. Asal sayilarla
bu kadar ¢ok ugrasinca mecburen
boltinebilme kurallariyla da ilgilen-
mek zorunda kaliyorsunuz. Ben de
7’nin boltinebilme kuralindan esin-
lenerek 13’tin béltinebilme kuralini
buldum. Sanirim daha 6nceden bir
bolinebilme kurali bulunmus ama
bu, 10a+b seklinde verilen bir say1
icin a+4b ifadesi 13’tin katiysa bu
say1 13 ile bolunebilir seklinde. Bu
formdlde sayr biliytdtikce at+4b ifa-
desinin 13’tin kati olup olmadigini
anlamak ¢ok zorlasiyor. Benim for-
miltimde ise basamak sayisi arttik-
ca cikarma islemleri de arttigi icin,
istediginiz basamakli bir sayinin
13’e tam boltntip boltinmedigini 2
basamakli bir sayi ile anlayabiliyor-
sunuz.

Kural su sekilde:

...khgfedcba seklinde verilen bir sa-
y1 igin;
(1ct4h+3a)(1f+4e+3d)+(1k+4h+3g)...)=13k
oluyorsa bu say1 13’e boltindr.
Ornek; 60775 sayist icin:

43143
(1'7+4'7+3'5)—(4'6+0'3)=50—24=26=13-2

Oyleyse 60775 13’e tam bolintir.

Saglamasi:

60775:13=4675

flgilendiginiz icin tesekkiirler.
Burak Salis
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Burak arkadasimiza bu ¢alismasini
bizlerle paylastigi icin tesekkir ediyo-
ruz. K6semize mektup gonderen tim
okuyucularimiza da tesekkiir ediyo-
ruz. Aldigimiz pek cok mektup sayilar
kuraminin pratik kurallarindan bahse-
diyor. Sayilar kurami ytizyillardir insa-
noglunun mercek altinda inceledigi
bir konu oldugundan temel diizeyler-
de yeni olgular cikarilmasi cok zor.
Bir problemin sizlerden énce bir bas-
kasi tarafindan ¢6zilmiis olmasi ya da
bir kuralin daha 6nceden bulunmus
olmasi matematik yapmak konusunda
hayal kirikligi yaratmamali. Matema-
tik bir oyundur ve matematikciler de
bu oyunun en yetenekli ve hevesli
oyunculari. Yani anlayacaginiz her
matematikci matematigi kendisi icin
oynar, san, sohret vs. kimsenin liste-
sinde birinci sirada degildir. Bu ne-
denle kesfettiginiz bir kuralin daha
once bulunmus olmasina takilip kal-
maktansa, matematik yapmis olmanin
keyfini ve tadini ¢ikarin.

Burak arkadasimiz sayilar kurami-
nin en temel konularindan biri olan
béltinebilme kurallari tizerine bir ca-
lisma yapmis.

Genel olarak kullanilan 13’e bolu-
nebilme kurali kendisinin de ifade et
tigi gibi biytik sayilar icin cok pratik
olmaktan cikiyor:

bob,.1... b; sayist n basamaklt bir
dogal sayt olsun. Buna gore eder sa-
yimin son basamaginin silinmis ha-
linden bu son basamagin 9 katini ¢i-
karinca kalan say: yani

b,b, ... b5—0..9, 13 ile boltinebili-
yorsa basta aldiginiz sayr da boli-
ntir. Ctkan sayi 13 ile boltinebilmeyi
kontrol edemeyecek kadar biiyiikse
islemi yineleyin.

Ornegin 1313 icin

131-9-3 =104,

104 icin de ayni testi uygulariz:

10-4-9=-26,

26, 13 tin -2 kat1 olduguna gore
1313 sayisi 13 ile bélindir.

Ayni kurali son basamagin 9 katini
cikarmak yerine ayni basamagin 4 ka-
tin1 ekleyerek de uygulayabiliriz:

131+4-3=143

14+4-3=26

Burak arkadasimizin verdigi (ve
daha onceden de bilinen) kurali ince-
leyince daha pratik oldugunu farkedi-
yoruz. Akilda kalmasi daha zor oldu-
gundan kullanimi diger kuraldan da-
ha az yaygin.

Bu kuralin ¢ikis yonteminden bah-
setmek okuyuculuraimiza bolinebil-
me kurallar1 adma bir fikir verebilir:

10’luk sayma sisteminde calisiyoruz
ve bu nedenle bir abcdefg... sayisini
...8+10f+100e+1000d+10000c+100000
b+1000000a seklinde ifade edebiliriz.
Katsayilarin 13 ile boltinmesinden ka-
lanlar kolayca bulunabilir:

1=1 (mod 13)

10 = -3 (mod 13)

100 = -4 (mod 13)
1000 = -1 (mod 13)
10000 = 3 (mod 13)
100000 = 4 (mod 13)
1000000 = 1 (mod 13)
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3,4,1 ve —+ tekrarlar kolayca goz-
lemlenebilir.

10 = -3 (mod 13) gibi bir ifade bi-
ze 10 sayisindan ancak -3 sayisini ¢I-
kardigimizda 13’le tam bdéltinebilme-
nin gerceklesebilecegini anlatir. Buna
gore;
g-3f-4e-d+3c+4b+a-..

sayis 13’tin katiysa sayr 13’e boltntir.
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