FIZIKTE KUATERNION VE OKTONION YAPILAR

Meral SERDAROGLU®

u yazida size buyk fizikei ve olagannsil insan

Prof.Dr. Feza Gitrsey'in lzige yerlestirdial Kuu-
ternion ve oktonion cehirlering tamtmak istivorum, Fe-
8 Bey'in hayran oldugy bu yapilar en temel arastir-
malarda, fizigin ¢ok degisik konularmda ortava gik-
mavi sirdiruyor. Feza Bey'in calismulanin, Mzige kat-
kilaring anlayabilmek icin ise bu sayi cebirlerin Ogren-
mekle baglamak gerekir.

Prol:Dr, Feza Guirsey'in 60. vil doéntimtng kut-
lamak i¢in 1981 yilirica Yale Universitesinde vapilan
bilimsel senlikte onemli ve meshur fizikller konustu.
Feza Bey'in bitimsel Katkilarin onemini antattilar,
olagantisth Kisitiginden, bilgeliginden soz ertiler. Top-
lanudaki konusmalar bir kitap halinde derlendl.(1) Ba
ilging konusmalardan bitisinl, Princeton [eri Aragtie-
milar Enstittist'nde arastirmalar yapan meshur hir
matematiksel fizikel ve gufidas bir disiingr olan Prol.
Freeman J.Dyson vapti. Prof,Dyson'in konismasinin
bashi “*Moda Olmayan Uiraslar™ idi ve bu seemi-
nin nedening soyle anlatd “Dondp geemise bakarsak
matematiksel fzikie en onemil buluslarimn ilgisiz ne-
tenlerle, pek de Hlging olmayvan problemierin sonucu
kestedildiklerim gorurtiz. Yillar sonra bu buluslar on-
lan kesfedenlerin bile hayal edemeyecegi bicimde ani-
den son derece onemli ve verimli olurlar, 1vi bir ma-
tematiksel fizikel olmak icin fizik ve matematigin ara-
sindaki suirda, olaganistll bir sezgi ile flging mate-
matiksel yapilarr kesledebilmek ve herkesin calistigy
konularm disina ¢ikabilmeyi becermek gerekic, Buny
vapabilen Fezu gibi insanlar ise ¢ok nadirdir, Onun
gulisu@ arastirma konulunina bakimz:

L. Konform Grubu

2. De Sinter Grubu

3, Klasik spinli elekiron

4. Relativistik olmayan SUf6)

5. Much relativitesi (g0receligi)

6: Kerr Geometrileri

7. Kuaternionlar ve Oktonionlar

8. Istisnai (Exceptional) Lie Cebirleri

Ttm bu ugraslarm ozelligi yapildiklar zaman pek
de onemli gdridimeyip uzin vadede ¢ok mihim olma-
luridsr ™

Feza Bey kuaternionik ve oktoniontk yapilarm
oneminl 1950°0 villarda sexip bu vupalar ve flgili is-
tisnai grup ve geometrileri galiymalan ile fizige ver-
lestirdi. Feza Beyin kuaternionlar Qzerindeki ¢alisma-
tun konform grubu(2), genel relativitede baz coziim-
ler(3), Yang Mills reorisinde instanton ¢oziimleri(d),
kuatetnionik analitisite ve Oklidyen relarivitede Kah-
ler vamisi(3) ve bu uzavda dif feomorfizmlerin kuater-
nlonlorla kovaryant gdsterimi(6) gibi genis bir yelpi-
2¢ olusturur.
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Fezis Bey oktoinonlat ve onlarla ilgili istisnai grup-
larla 1970 vilinda ilgilenmeye basladi ve kendi deyigi
ile “onfarld eglénmeye” havatt bovunca devam etri.
Anlasiimas: son derece zor nutematik yvavinlarns 1a-
rayarak, oktonion cebiring ** fizikilerin hazmedebile-
celi sekilde derli toplu® bir matematik girigle fizige
tanin(7). Renk dinamizminin oktonion cebiri ile ilgi-
sini gosterdi, Nambu, Puis, Yang, Gell-Marin gibi 1i-
2ikgiler bu konu ile hemen ilgilenip oktonionlar og-
renmek icin Feza Bey'den konusmalar istediler. SU(3)
simetrisinit oktonionik vapidan dolayvi gayer dogal bir
sekilde ortaya arkugias goren Feza Bey, “Bitlesik Avar
Alan - Teorileri™ (GUTS) vani kuvvetli, zayif ve elek-
tro manyetik kuvvetleri birlestiren ayar teorisi inga-
sinclia istisnat gruplurin kullanilmas: gerektigine isaret
ettive Eg, By gruplacmy onerdi(8), Son yillarda, Eins-
tein®in riyasing gerceklestirmek, gravitasyon ile elek-
trozayil ve kuvvetll etkilesmeler] Dirlestitmek isteven
fizikeiler, stipersicim, stipersimetri ve stipergraviteyi
kesfettiler. Feza Bey'in son on yildy stperaravite ve
stipersicim kooulanmda vaphg calismalar tom erki-
lesmelerd birlestirecek teorilerin temelinde okionion-
faran yattigm ve bu iging cebirlerin doga kanunlar-
mn dill olduguny ve doganin geometrik yapisimg -
lamamiza yardima oldugumu kamtladi(9), Oktonio-
nik yapilar ve istisnal griplan kullanmadan doganin
sirlarim gOzemeyecedimiz acikea belll oldu,

Feza Bey'in 1981 yilinda Istanbul Universitesin-
den alhig Fahei Doktora woreninde yaphi konusma-
da Sevyid Nesimi'den okudugu musralar bize fizikte
son yillarda olan gelismeleri cok glizel anlunyor;

Deryd-y1 muhit ciiga geldi,
Kevn fle mekan hurusa geldi,
Sire-t ebed oldu dsikard..

(Varhigs cevreleyven deniz cosup tast. Kainar ve
diinya kendinden gecti. Ebedi sir, gizlilik agiga ciker)

Sirlarin ortayva gikmasina yarduner olan Kuaterni-
onik ve oktonionik vapilann hikiyesini Feza Bey'in
Ispanya’da =1, Uluslararas: Bilimsel Fikirlerin Tari-
hi Toplanusi* mda yaptifi nzun ve detayll konusmi-
dit bulabilirsiniz(10), Ancak bu konusmada gok bu-
yitk bir eksiklik var, Feza Bey'in bu yapilann fizige
girmesi igin yapugs cahsmalara hic deginilmiyor. Ko-
huymanm sonunds buni belirten Speiser’e Fezn Bey'in
cevabn “Bunu, herkesin kendl yvapiiklarm anlatan ko-
nusmilaring nazire olarak bilhassa vaptim, ' olmus!!

KUATERNION CEBIRI
Reel savilan (R) hepimiz ortaokulda ogrenivoruz,
sanal (karmasik) sayslars (C) kullanmaya ise lsede bas-
hyoritz. Modern fizik ile tanisinea ise kuaternionlan
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(H) kullanmamiz gerekivor. Bundan baska bir tane da-
ha karmasik say sistemi var onun da ads Cayley cebi-
ri ya da oktonionlur (),

Sanal saytlan ¢ = ¢y + gy seklinde o, ve ¢ reel
bilesenlerhile ynzabiliriz, Burada i, eksi sayilarin ka-
rekokiimi almakta kullanchgimiz sanal birimdir,

B=-1p=-,0=1.

Sanal sayilarn eslenikleri
£ = tq~ icn (c®)* =c

olurak tanemlanr, yani sanal birim ile ilgli kisaun isa-
reti degisir, Bovlece sanal savilarimn mutlak degerleri-
i (normidring),

NE©) = ee* =% = ¢t o+ oF = c.0, lae=0,1)

olarak diima pozitil olacak sekilde tarif edebiliniz, Bu
kundratik form hechangi ikl x ve y sanal savilar igin

N{x) N(y) = Nixy)

baginusing dd snglar. Ters eleman,
el = (N lict

olur ve
el =cle= 1

seklinge bivim elemanm verir.

Reel ve sanal sayilar hem degisim, xy = vx, hem
de birlesme x(yv2) = (xy)z ozelliklerine sahiptirier. Ay-
rica toplama ve carpma islemler) i¢in dagilun ozellik-
leri vardir,

Xy + Z) = Xy + xz,

Baz ozellikleri bir Kenara irnkirsak, kuadratk
normu olan baska karmasik say cebirleri bulanabiliy
mi? Bu soruya cevap aravanlar srasmda Legendre, Gu-
uss, Hamilion, Graves, Caylev, Hurwitz gibimatema-
tikeiler bulupuyor. 1843%¢ Hamilton vekiorlers bal-
meye ¢alisirken boyle bir cebird, kuaternionlart, kes-
fetmis(11), Bir iki ay sonra Graves “oktav" achng ver-
digl okronionlan bulunea hemen Hamilton's yazmis.
Kuaternionlary insa ederken degisme o0z2lligini rahat-
¢a fedn etmis olan Hamilion, Graves'in oktonjioniy-
rinun hirlesme ozelliini de kaybetmis olmalarim ka-
bul etmemis ve Graves'e bulusuny basmasy igin yar-
dim etmemis, Oktonionlar |845 de Cavley taralmdan
tekrar kesfedilmisler, bu nedenle matematikie Cayley
sayilan otarak biliniyorlar(12). Yentsay: cebirler] bul-
mak igin bosuna cabilardan sonra Frobenius, birles-
me ozelligine sahip kuadratik normiy bolum cebivle-
rinin sadece reel (R). sanal (C) ve kuaternion (H) sa-
vl olduguny gostermis. 1898"de de Hurwitz veni sa-
yi arayislaring son vermis(13). Hurwitz teoremine gore
kuadratik normlu balum cebirlent R, C, H ve oktoni-
onlar (O) dur ve boyle baska cebir yoktur. Bu cebir-
lerden kuaterniontarin degisme, okionionlarm ise hem
dedisme hem birlesme ozelligi yoktur, Kuaternionla-
rin birlegme dzellifg oldbigu icin 2 5 2 boyuths matris-
lerle temsil edilebilivler. Bu nedenle bazy matemarik-
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ciler kuaternionlarin genel matris cebirlerinin bir ozel
hali olduguny disintp dnemli bir yap olmadiklarnm
sanmuglar, Hamilton®u da son willann kuaternionla-
i ayirchdn igin elestirmigler.

Kuaternionlanm temel fizik kanunlarimm incelen-
mesinde oynadify raltin onemi Ozel relativite ve ku-
antum mekaniginin kesfi ile daha iy anfasildy, Feza
Bey 1955 vilineln 6zel relativiteyi kisuernmionlar ile ifade
ctineye galisudy bir vayin yapu(14). Simetrik yapilar
fark etmesindeki olaganusti kolavhin ile Feza Bey ku-
aternionlarn termel Tlzik Kanunlarmda Snemli bir rol
oyvnavacafimi sezmisti.

Temel pargaciklarm KIasik bir kaveama karghik
gelmeyen, kendl etralinda dénme olarak tammlnya-
hilecegimiz spin adint verdigingiz bir Gzelligi vardir.
Elektron, proton gibi pareaciklann da yukars ve aga-
&1 olmak Uzere ki spin durumi vardin, yani bunlar
spini yarm olan, s= 1/2, fermionlardir. Paul, spinti
elektronu tarif edebilmek igio iki boyutlu Paull mat-.
risleri, ¢, 1=1,2,3, lle gdsterdl, Bu matrislerin *'i"
sayisi ile carpilmig kuaternionlar aldugunu makale-
sinin dipnotunda Paull bellrtmistir ama kuanium me-
kaniginde hep Paull matrisleri olarak adiandiniiriar
(15).

Notronun kesfinden sonra nikleer fizikte yikten
bagimsizhk dedigimiz simetrinin ifadesi igin vine ku-
aternionlan kullanmalk geraktl, Proton ve niétron, ayni
pargaci@in (nlikleon'un) (ki durumu olarak anlasilin-
ca kuaternionlarbu sefer de izospin denen bu simet-
riyle llgill operatorler olarak ortaya gikii.

Dirac’in relativist dalga denkleminde kullandigi
4x4 Gamma matrisier birbirlerinden bagimsiz Ikl 1a-
kim Kuaterniondan olusan Clifford sayilandir. Clifford,
ters degisim, xy = -yx qibl, baginusini saglayan ve
karelerl sifir olan Grassmann sayilarinin cebirlannin
yelerll sayida kualernion Kullanarak nasi insa edi-
lece@ini 1876 yilinda gostermisti. Bu sayilar stiperg-
ravitede kullaniimaktadir.

Spinleri tam sayi olmayan parcaciklar, (Fermi-
onlar), Paull disarlama llkesine uyar ve bir arada bu-
lunmak Istemezler. Bu parcaciklann yaratma ve yo-
ketme operatdrieri ters dedisme (anticommutation)
bagintisin saglar,

lag, ajl = aga; + a@, = 0
lags, 7] = 0

yaui Grassmann baginularma uyarlar, Jordan ve Wig-
ner bu operawdrlert insa edebilmek igin Clifford’un,
Grassmunn sayanm kuaternionlarta elde eime yon-
temini kullandilar (16); kalier ve onemli bir ver kazan-
dhliar. SLA2), kiral SLI2MSL(2), SU3) ve SULR) grup-
lar fizigin bas kosesine yerlestiler, Bu gruplarin hep-
simin, Hurwitz cebirleri ve geometrilerini smiflarken,
Freudenthal, Rozenfeld ve Titd'in ortays eikardid
“Tilsimh Kare ' de ver aldigim ilk defa Feza Bey far-
ketti ve bu yeni cebir ve geometrilerle kendi deyisi ile
“eplenmege’ baslad,
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Bilesenleri reel olan bir kuaternionu, reel ve sanal
sayilan genellegtirerek

0= Ty Cy T8y + GaCa+qyey
=fg¢n + q.8
= Quey (o = 0,1.2,3))

seklinde gosteririz. (0= ¢, +i¢; seklindeki sanal sa-
ylurime, = L ve e, = i birimleriyle c= ¢ e, 40,6, sek-
linde gosterilmesi giti). Burada 3 tane sanal birim var-
dir, e;,e5¢; ve bunlar asajdaki ¢arpim tablosunu
sudlarlar.

] [t €1 1 )
€ 1 ¢ [ €y
€ £ —I €y =y
I:: I?g —€; —1 €
g | & & —e =l

Carpim kurallanm kisaca
ee) = <oy ey + ey oy fiik = 1,2,3
seklinde yazabiliriz. Burada b

v 0,

olarak tarif edilen Kronecker fonksiyonudur ve «;,
tmgimen antisimerrik Levi-Civita tansdriidr. (i3 nin
degerlerine gére «,, + | va da -1 olur,

+de (LK) = (123) (312), (231)
Hiin =

— L (13k) = €132y, (321), (213)

I

GCarpim tablosundan da gorilecegdi gibi sanal bi-
rimlerin degisme parantezierl (commutator)

le, g] = e, — B8 = 2q ¢

seklinde sifir olmadiis igin bu cebir degisimlilik Gzel-
liginl kaybeder,

Ters degisme (anticommutator) parantezlerinden
le el = ¢¢ + ¢ = —2 dyey = —2

bagunsim saglandigy ve sanal birlmlerin karelerinin
tipka i'nin karesi gibi —1 oldugu goralur,

Reel bilesenli bir okionionun esleni@ ayn sanal
sayilurda olduu gibi sanal bitimlerin isaretlering de-
gistirerck tarif edilir:

o= Q95 & - 4 ¢ = 4, €, — q.e.

Sanal eslenik alma operasyonunun

@) =g, (xy)* = y* x*
ozellikler| vardir.

Simdi reel sayilar cismi (izerinde tammianmis ku-
aternionlaria baz: basit islemler yapalim:

OCAK 993

X =24+ 3e, +e,vey =1 + &, ki kuaternion ol
sunlar. Her sanal birim birbirinden bagimsiz oldugu
igin toplam

X+Y=3+38 +8,+ 8

olur, Kuaternionlar reel sayilarla carpmak igin her
bilesenini carpmamiz gerekir, drnedin:

Bx =18 + 24e, + Be,

olur. Genellestirilirse, kuaternionlarin toplamian ve
reel sayilarla carpimlarini, o ve 3 reel savilar, x ve y
kuaternionlar olmak tizere

lax + By =lax, + gy, + [aX + gY). e

seklinde yazlabilir, Kuaternloniar birbiri lle carpmak
Igin ise carpim tablosunu kullanip sanal birimlerin
ayrica carpiimas gerekir. Ornek olarak x ile y'yl ar-
palim:
xXy= (2+3e, +e,)(1 +84)
= 2485430430105+ 8, + 020,
=2+ B34 3&1—303+32+e1
'2+4e|—2ﬁ34 83

olur ve yx hasaplanirsa xy ile ayni sonucun cikma-
chgi gbruldr.

Ikl kuaternionun carpimi
XY =XoYo + Xo |8 + YoXi& +exiyie, (hik = 1.2.3)

yazilirsd sonucun bir kuaternion oldufu ve ceblirin ka-
pali oldugu goralir.

Kuaternionlarin mutlak pozitif normlar, Niq).
Nig) = qq* =q%q = q.q, (& = 0,1,2,3)

olarak itade edilirse, bu kuadratik norm vine N{xv)
= N{x) Nty) baguntisin sadlar aynca her ziman pozi-
tiFve sifirddan farkhicdir. Norm fonksivonunu kulliana-
rak kuaternionlar igin ters eleman

ql = (N g*,
olur ve

qlg = qqt = |
Ozelligh saglanir, Boylece kuaternionlann boltinebil-
digi ve bir balgm cebiri olusturduiiu gorilir. Ancak
degisimli olmayan bir cebirde sag ve soldun garpma-
larin sonuglan dedigik oldufu gibi boltmlerin de saz-
dan ya da soldan yapilmass farkl sonuglar verecek-
tir. A ve B (B silu olamaz) iki kuaterplon ise, A'yi
B'ye soldan blme islemi Bx = A denklemininde x'in
degerini bulmak demekiir, A, B've sagdan bolunuoyor-
suyB = A denkleminin y igin ¢ozillimesi gerckir. B'nin
ters eleman kullamlarak bolme

Bx = Aisex = BIA = B/ A = [NB))'1B*A

vB = Aisey = AB1 = A/ B = [N(B)}! A B*
seklinde yapilir, x soldan y ise sagdan bolme islemle-
rinin sonucu olan knaternionlardir, (Burada N(B) I
sayis) pozithl bir reel sayy oldugu igin onun sagdan va
dia soldan ¢arpmas farketmez.)

47



I |
Ska-=(q+q%) , Vekq--(q-q*)

o kuaternionun skdlar ve vekar Kisimlatde, Skalat
kismi olmayan bir kuaterniona vektarel bir kunaterni-
on denir, Vektorel kunternionlur fle 3 boyutlu uzay-
daki vekiorler ve bunlarmn skalar (ig) ve vekidrel (dis
carpunlan  edsterilebilir. ki veltdrel Kuatermion
CArpImi

XY = (X (Ve = XY o B N ek gk - 12.3)
R < A0 0 & 4 A TS

seklinde vekior hesabmdaki (ki carpimi da igerir.

Vektor hesabmdaki diverjans (div) ve rotasvonel
(carh) operatdriering de Hamilton un gosterdigi sekil-
de kuatgrnionlarly ifade etmek momkundis, ¥ = o
¥, seklinde vekidrel Kuaternion bir tirey bir vektor
Tonksiyonn etk entirilirse

TFK) = - F() + eV x Fv) = -div Fog + e.aurl Fx)
bulunur ve
N(V) = V|V, = Laplace operatory

alur. Gibbs, [870 vilinda, elektromanyetik teori dersi
verirken vektor ve skalar carpimlan ayicmiy ve kui-
rernionlardan bahseunemis. [RE2 yilinda ise Heavisi-
de Ingiltere'de vektor hesabrm kuaternionlarsiz fek-
rar kesfenmis. Bski kuarernioneularla veni vekioren:
ler arastdi “*Nuture'" mecmuasinda bir savas basia-
mis. Sonunda, vektor ve tensor hesaby kullandhip te-
miel cebir kpaternionlann adi hesaplarda gegmez ol-
g, ancak cebir de bolunme cebiri olma ozelliging
kavbetmis,

Kuternionlar 2 x 2 boyutly marrislerle de temsil
edilebiliyorlar. Bu matrisfer kuantum mekaniginde bi-
linen Pauli marrislerin <" sanal sayst e garptmim-
dian elde edilivor:

Cisiy
0n | 0 = 10
O'I- [l D‘ - Oy = | 0 . 03-[0 -—]I

Bir kuurternion vukanda tanmlanan matrislerle
2 x 2 sanil elemanl bir marris olarak asapdaki sekil-
de vaxlabilie:

el

Matrisin determinanti Kuatermionu normung ve.
rir, N(x) = Det X. Matrisin Hermitsel eslenigi(17) kulk

Jhuradd a=x %3, bBeXy i
e T T L IR
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famlirsa N(x) 1 = X X+ = X+ X olur, burada 1,
2 % 2 birim matrisidir.

Kuaternionlarin 2 x 2 sanal matrislerie gosteri-
mi SU(2) grubunun bir temsilidir. (S (special) deter-
minanti 1 olan, U (unitary) Gniter, yani hermitsel es-
lenigi ile tersi ayni olan matris demektir.) SU(2) gru-
bu 3 boyutta donme grubunu igerir. Bir vekior ska-
lar kism| almayan bir kuaternionia gbsterilebildigl igin
3 boyullu v = (V. vy, viy) vektoru izi sifir olan 2 x 2
bir matrisle
, ¥y Vs

= U\"

=133
i ir=1a31

1 .
Vit ive =V,

yazitabilir. Bir vektarin dénme grubiu allindaki de-
disimi de V' = U V U+ halini alir. Bir basit drnek
yapalim;

A-[ax.ay.OI-[A(bsq-.ASimp.O]

xy-diizleminde, boyu A olan ve x-eksenl lle ¥ agi-
§i yapan bir vektor olsun. Bu veklarl z-akseni atra-
finda o agis1 kadar dondtriirsek yeni vekioriin koor-
dinatlan

N=] Atas(wrid. ALyl o O]
o ~dySing, 4,5 1 Ay Cos, o)

olur. Bu donugtim 3 boyutia donme grubunun, O(3),
hir Ozel halidir,

A vekttritad 2 x 2 mairis formunda yazarsak

i) H, =
A= h, o, (1)
olur.
5 Coni F 20+ 1Sip s 23 (1] ]
[ ] Conl ! 23— Sin(a s 2

olarak secilir ve A* = U A LI matris carpming ya-
parsak, (okuyucunun odevil) A igin yukanda verils
mis olam yeni koardinatlary elde ederiz:

Donme alimda bir vektorim nzunogu, (normu) de-
dlsmer, L marrisi hoitér olduguo igin yuKandaki do-
nugim matrisin determinantm degistirmez, Yani A ve
Al vektorlerinin uzunluklan ayne oldugu gibl, A ve
A" marrislerinin de determinantlan aynidir. Daha ge-
nelolirak bir kuaternion saidan ve soldan defisik (ini-
ter matrislerle carpilabilir, Q' = U Q V4. Boyle hir
donnstim altmda determinant dedismeveceg i ku-
aterpionun karsihk geldigi vekidriin normu dis degis
mez N(Q'] = N(Q) olur. Boylece SU(2)xSLI(2) grubu
altmda degismezlik elde edilic. Bu grip, 4 boyutly Ok-
lidh pzaymda donme grubu OH)'e izomorftur. O4) gru-
bunun kumternionlar ile by {lgisl sonucu Kumernions
lar ozel relativited de kKullambirlar. Zamiin Koording-
1, x* = ¢l (c sk hizi, ¢ zaman), sanallasunliv, x* =
ix® yamlirsa ©(3,1) Lorentz grubu O(4) haline gelif.
Bir olayim koordinatlars ozel relarivitede (o1, ») ise x2
= x? - ¢c?12 4-vektorun boyudur. O(4) uzayinda Ise
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vekeortin bilesenleri (x, 1ct) dir ve vekidrin boyu yu-
kandaki x? lle aynidir, Enerji - momentum tansbri
de (P, | Elc) seklinde tarif edilince skalar kisimlar
sanal olan kuaternionlar ¢zel relativiteye girer.

Dirac'in relativistik elekiron, dalga denkieminde
yer alan Gamma matrisler), () » = 1,2,3.4, iki ayri
takim kuaternion, Pauli matréicri aifh ve o/, (i =
1,2.3) ve 1 (2% 2 birim matrisi) kullanilarak insa edi-
letiltir:

00 | 0
2) 0 0 0 0 |

=0, & |= =
T 1 ol [1 0o 0 o
01 00

) 0 [ 0 —io,
Yo =02 @ oy ,iun 0 ]

ve ¥
Y5 ‘.03'2]' 1

olur. Her seferinde bir takim daha Kuaternion alinip,
yukandaki sekilde dis carpim yapilarak yiksek bo-
yutlardaki Gamma matrisleri elde edilir (Clifford me-
todu). Bu tirll elde edilen Gamma matrislerinden
ise Slpergravitede kullanilan Grassmann sayilari bu-
lunur. Grassmann sayilan, r lakim kualernion igin
28, = (e # dyad o8 = 1.0
olarak 1anil editirse, vers degisik parantezi sfie olur.
fay, a,) = aag ¢ aga, = 0

Bu bagmudan goruldtgn gibi Grassmann sayilarun
kareleri sifirdir!

OKTONION CEBIRI
Giraves'in oktaviarn va da Cayley'in oktomonli-
rindan plusan sonuncu Hurwitz cebirinin 7 sanal bi-
rimi vardir, Rilesenleri reel ya da sann) sayilar olin
bir oktonion,
B = RSy e (= 1 ?)

seklinde yazilic, g = e, - g oklonionik eslenigi,
' =g e, + e sanal eslenidi olurak tarif edilinee,
reel oktonionlar lgin norm,

Nig) = gg%" = g2 + g
sanal oktonionlar icin ise norm,
N{g) = plz™)" = gu," + gy

seklinde daima pozitif, reel bir savt olur. Kusternion-
larda oldugu gibi, norm vine N(x) Niv) = Nixy) dzel-
ligini suglar.

Bu cebirin sanal birimleri asagidaki carpim tab-
losun saglarlar;
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LS - e, & G ¢ 7 LA
e [ - e, g & € -4 e
-5 g, =€ =0y B -8 & -8
€ e. -¢ -l ‘) & e =€, -¢
IO I VR TR T [ P L ISR -
€ 18, =Byeenies =l =6 e
ey | € € = ey G = =8 T
G & =6 8y, -8, 8. 8 -1 ey
e, 6 G e, ¢, & =€ =t =l

Yukarictaki garpim tablosu
c!c| - "‘ij ir wilkch . Iluth ' = 1.2.3.4.5.6,7] lcu = l.

bagmtis He ifade edilebilit. Burada ¥, tanamen -
tisimetrik bir tansordiir ve sifiv olmayan degerleri asa-
Sidaki Ggltlerin siralh degismeleri lgin pozitil, atlamak
degismeleri i¢in negatiftiv. Ornegin:

¥y = (123),(245)435),(651),(372),(714),(367) = |
dir. Ancak W degeri ise -1'dir. Oktonion cebiri ga-
rpim tablosundan goruldiga gibi dedisimli degildir,

el =88 -te.= ¥k (S0 = LLGT)

Bu cebinm birlestm ozelliginin de olmadign birle-
sim parantezlerine bakilarak anlasibr. Birlesim pa-
rantezi

[a.b.c] = (ab)e -a(be)

olarak tarifl edilir ve diger Hurwitz cebirleri icin [u,bie]
sihircir, Oktonion cebirinde birim elemanianmn bir-
lesim parantezini tamamen antisimetrik bir (ansor
g 1l vazmak mimkOndir.

[cnc“cpl = M'q\lch' fl'.[,".s.k. = l.-.-.?’

Burada o4, ¥y, tansoriintin, 7 boyutta tamamen
antsimetrik ¢, le tanl edilen “duaal'‘idir.

Piop = = Epeatij Wm

Oktonionlar ile ¢arpma ve bolme islemleri ayin ku-
aternionlarla oldugu gibi sanal birimler icin carpim

tablosu kullamlarak vaplic, Ancak yamlan carpim-
larin sirasina dikkat edilmelidir. Groegin:

(a(be)dd isleminde ilkonce b ile ¢ carpilmali, so-
nug a ile soldan carpilmaly, sonug o fle sagdan garpil-
mahdir. Bu islem ile at(be)d) isteminin sonuclan
tamamen farkhdir,

Oktomenlarin normu 8 bovutly bir vekiorun bo-
vu olarik diistinilirse bu porm 8 boyurlu wzayduk:
vekiorlerm donmesi altmda depismez. O hulde okio-
nionlirn norm grubu O(8) dir. Reel savilann norm
wrubu aynm bir grup olan Z, = [1,-1], sanal sayila-
rin porm gruby Q2), kuatermionlann jse O4) tir.

Bir cebirin sunal elemantannm carpim tublosunu
degistirmeyen dogrusal donistmler otomorfizm gru-
bunu meydana getirirler. Ornegin, i < -i degisimi su-
nal sayilann carpum tablosunu degistirmez, o halde 2.
sanal savilarin oromorfizm grubudur, Kuaterpionls-
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rin otomorfizm grubu SU(2), oktonionlannki ise is-
lisnal gruplarin en kUgOg0 olan G dir.

Oktonionlar sanal bilesenletle de taril edilebilir-
ler. Ancak o zaman bir bollim cebiri olmazlar. An-
cak bu sekilde Grassmann sayilars daha kolaycs orta-
ya qikar. Bolik oktonion cebirini (split octonion al-
gebra) sunal sayr | = <1 kullamlarak u, ve sanal es-
lenikleri (sadece i sayisinin igaret degistirdigiu, *; u,
ve u,* e sovie tarifl edilir:

Um*ltem-iem‘sl.
2

(m=1,2.3)
um‘uéicm— figsas 3

-

=) A
Uy i.ict,.ic;i

fu l (e, )
Y : Ca-le7

Bu cebirin carpim tablosu asa@ida goridecedi gibi
sifinn carpanianini igerir bu nedenle bolim cebiri de-
fildir.

1 U U U u }
I Uy | U O Uy 0
I u; 0 u; 0 u: }
| U | O up I5;:urs‘-’; =Oprig|
Il u; u; 0 -dp EprsUsJ]

Bu cebir Zomn vektor matrisleri ile de gosterilebi-
lir. Bir Zorn mutrisi

a X
vV b
seklinde yarihir. Burads o ve b reel sayilar X ve 'y

3 boyutlu vekiorlerdir. Bu matrislerin garpimi Ise s6y-
la tammlamr:

n Xijle W
L 1|
Bu carpim ve asadidaki matnisier kullanlarak bo-
IUk cebirin carpim tablosu aelde edilir.
L
*as l" M

] [ O R

S0

W4+ dX = T a W
§olie bl

(TS
& whTeSxh

Ballk okfonionlar, u,, ve u,* Grassmann sayilari-
dir. Carpim tablosu kullanilarak

Uyt + LUy =0 Uy "™ g U * =0, Uy Uy U = 8y
oldufu bulunur. Bu Istisnal Grassmann sayilannin oo
maorfizm grubu ise yine SU3)tlr.

Freudenthal, Rozenfeld ve Tits, Hurwitz cebirle-
ri e Hlgili 1om geometrileri 1955 ve 1962 yillart ara-
sinda siflandirdilar. Bu sinifTandirma Feza Bevi hes
yecanlandran “Tilsimh Kare''de gorilebilis;

L < i 0
" S ) Hlisi b tu
C w8 skt g A Iy
" ey S SEILE I+

o s [ = s

Son satr vesutundaki gruplar istisnai gruplardir,
Yiiksek enerfi Neinde vazgedilemiyevek SU(3), SU(6),
SU(3) x SU(3) gibi gruplarn hepsi bu karede ver al-
maktadir, Bu kare iginde yer almu nedenleri ise elip-
tik, projekiil, simplektik ve metasimplektik geomet-
riler ile Flurwitz cebirlerinin dogal iliskisinden kaynak-
lanmaktadir. Kisaca, temel pargaciklar fizigi tle ilgill
gruplutiy geometrik bir anlami da olabilir!

1970%erden sonra temel pargack fiziginde gerek
deneysel perek reorik pek ¢ok gelisme oldu, Elekiro-
manyetik ve dayvil etkilesmeler bir ayar slan teorisi ile
birlestirildi. Bu teorinin ongordign bozonlur Isvigra'-
deki biyitk hizlandiner CERN'de gozlends. Proton ve
ndtronun ¢ok karmasik sistemler oldugu, iglerinde ku-
ark denilen “renkli™ (goztimzle gOrd(gamiz renk de-
gil bir temel pargacik ozelligl) temel parcaciklar olduy-
gu anlasidi, Yeni kuarklar oldugiu one stirtilcdt ve bu
kuarklarm bagh durumlan parcacik olaruk gozlendi.
Yeni simetriler ortaya atildi. Thm temel pargacikian
ve simetrilerini ifade edebilecek biyitk gruplar aran-
di. Kuvvetli (proton gibi parcaciklan mesdani geli-
ren kuvvetler) ve elektro-zayif (8 bozulmas: ve elek-
tron sacimasing neden olan kuvvetler) etkilesmeleri
birlestiren ayar alan teorileri modelleri vapilidi. SU(3)
renk grubunun, oktonionlar ile dogal iiskisini bilen
Feza Bey, Istisnai gruplardan £, ve E-'yi Birlestiril-
mig Ayar Alan Teorisi modelleri igin Onerdi(18), E,
gribuna dayal, tim vapilmis modelleri iceren ve hi-
i gtineelliginl koruyan bir mmodeli gelistiditl9), Bumo-
delde, lepton ve kuarklardan olusan temel pargacik-
lar g aile olurak E, grubunun 27 boyuths temsillen-
ne oturtulur, Bu temsil 3 x 3 boyutly bir oktonionik
matristir. Jordan matrisi denilen bu matrisin ozelligi
oktonionik eslenige gore Hermitsel olmasichr. Matri-
sin elemantar sanal oktonion oldugu igin oktonionik
Hermitselligi saflayinca matrisin 27 fane sanal serbest
segilebilen elemam kalir.

Bolik oktonion birimler ile bu matrish sovle va-
zabiliriz.

Jo= gl o wg® LS+ u*St 4 uRi, § = 1,2,3.

BILIM VE TEKNIK
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FOTOGRAFIN

G ecen sayida yayinladifimiz fotogral bir eg-
relti bitkisinin yapragmn alt yilzeyinde bu-
lunan sporlarin bilyilrillmils halidir.

Bu sayida da yandaki fotografy ilginize su-
nuyoritz,

DUS. (/A/DZ/A’D(/A’ LER/

Burada L matrisinin i¢ine elektron ve onun gibi
daha agur lepronlar (muon ve tau leptonu gibi) girer.
Famamen antisimetrik olan § ve R matrislerinin in
disleri renk kuantum sayisina karsihk gelir. Bu3 x 3
matrisler de renkli kuark ve antikuarklan icerir. E;
grubunun SU(3) x SU(3) x SU(3) alt grubu renk ve elek-

trozayil etkilesmeleri temsil eden SUQ3)y x SU(2) x
LI(1) grubunu igerir. Ayrica, ilk Birlesmis Teori mo-
delleri SU(S), SO(10) modellerini kapsar. SU(6) ve

SU(3) x SU(3) gibi dinamik gruplar da Egj'mn alt
gruplanidir. Bu model yeni ¢cok agir bosonlar, kuark-
lar ve notr par¢acklar icerir. Yeni hizlandincilarda bu
yveni parcaciklar gozlenirse model o zaman ger¢ekten
onem kazanacaktir.

Boliikk oktonion cebirleri ve onlarla insa edilen
Grassmann sayilan stipersimetride de kullamldi, Eins-
tein’in genel relativite teorisinin siipersimetrik genel-
lestirilmesi gergeklestirilmeye calisildi ve ilk adimlar
anldr. Uzayin, bizim yasadifimuz 4 boyutlu uzay ile
temel parcaciklarin i¢ simetri, yiltk uzaylarindan mey-
dana geldigii anlagildi. N = 8 slipergravite teorisinde,
11 boyutlu uzaym, 4 boyutlu vasadifimiz uzay ile 7
boyutlu kendi i¢cine kapannus bir i¢ simetriler uzayi-
na ayriimasnun nedeni, 4 boyutlu kismin kuaternion-
lar, 7 boyutlu kiiresel kismin ise oktonionlar ile ila-
desidir,

Feza Bey’in son on yildaki makalelerinin bashk-
larina bir g6z aunca, oktonionlar ile ilgili konularin
son yillarin en temel arastirma konulan oldugu gorii-
liir. Feza Bey son dakikalarina degin, Hamilton ve
Einstein'in rityalarinim gergeklestirilmesi yolundaki ca-
balara oktonionlarin bu ugrastaki 6nemli ve temel ro-
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linii gostererek bliylik katkida bulundu. Zamanimiz-
da matematikgiler ve fzikgtler birlikte istisnal yapilar
tizerinde calisiyorlar, Matematik ve fizik el ele okto-
nionik vapilarin biiyistine kapilns doganm gizlerine
dogru yol ahiyor.

Bu hartkulade yapilar: bana ve diger talebelerine
tanitan, elimizden tutup temel fizigin gizemli alemi-
nin igine sokan Feza Bey'i her an saygi, sevei ve siik-
ranla amyorum.

KAYNAKLAR
{1) Symmetries in particle physics, ed. | Bars, A.Chodos, CH. T
(Plenum, New York, 1984)

(2) Glrsey F. Rav. Fac. Sci. Istanbul A 20, 149 (1855)

(3) Girsey F. Second Workshop on Current Problams In High Enargy
Particle Theory, ad. by G, Domokos (The Johns Hopkings Uniy
1878),

(4) Gursey F. and Tze C.H, Annalg ol Physics 128, 29

(5) Girsey F and Tze C.H, Lelt. Math B, 387 (1984)

(6) Glrsey F_and Jiang W.J. Math. Phys (1992) basilacak

(7) Glrsey F. and Glnaydimn M.J. Math, Phys. 14, 1851 (1973)

(8) Glrsey F. Proc. ol the 4ih International Colloguium in Group

Theoretical Methods in Physics, ed. A. Janner, 225 (Springer, 1976)

Girsay F. 13th Johns Hopking Workshop in Firenze, ed, L Lusan-

na 579 (World Scl, 1989)

{10} Symmetries in Physics, ed. by M.G. Doncal, (Servel de Publicacions,

LIAB Barcalona, 1987)

(11) Hamiiton, W.R. Lectures on Quaternions, (Dublin, 1853).

(12) Cayley A Phil. Mag. London 26, 210 (1845)

(13) Hurwitz A, Nachr, Ges. Wiss. Gottingen, 308 (1898),

(14) Glrsey F_ Istanbul Universites! yayinlar, 20, 149 (1855)

(18) Paull W.Z. Phys. 41, 81 (1927).

(18) Jordan P ilI'IIJ quI'IFI E.P.Z. Phys. 47 831 (1928)

(1 Mt = (M7 M Jn"nmn:, elemanlar ise. Hermitsal eslenik matnsin

elemanian (M™}; = (M* Jjj ©

(1880)

(9

(18) Gursey F. and Skivie P. Phys. Rev. Lell., 36, 775 (1876}
Giirsey F., Ramond P. and Skivie P,, Phys Letl,, 808, 177 (1978)

(19) Glrsey F. and Serdaroglu M. Nuovo Cimento 65A, 337 (1981)
Giirsey F. and Serdarodiu M. Letl. Nuovo Cimento, 21, 28 (1878),

51



