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POINCARÉ

SANISI

T u r g u t  Ö n d e r *

YÜZ YILDIR ÇÖZÜLEMEYEN 

PROBLEM

B‹L‹M veTEKN‹K

Geçti¤imiz y›l içinde Amerika Birleflik
Devletleri'nde Clay Matematik Enstitü-
sü, yeni bir biny›la girilmesi nedeniyle,
uzun y›llar çözülememifl yedi problemi,
biny›l›n problemleri olarak saptad› ve
her birinin çözümü için yüklü birer ödül
koydu. Bu problemlerden biri de,
1854-1912 y›llar› aras›nda  yaflam›fl
ünlü Frans›z matematikçi Henri Poinca-

ré taraf›ndan ortaya at›lan bir iddiaya
dayanan ve bugün "Poincaré San›s›" di-
ye adland›r›lan problemdi. Poincaré’nin
1904 y›l›nda ortaya att›¤› bu iddia, bu-
güne kadar ne kan›tlanabildi ne de çü-
rütülebildi. Bu san›n›n bugüne kadar
pek çok yanl›fl kan›t› ileri sürüldü;
onunla ilgili olarak pek çok yanl›fl "kar-
fl› örnek" ortaya at›ld›.



Matematikçileri bir as›rd›r u¤raflt›-
ran Poincaré San›s›'n›n, konunun uz-
man› olmayan ama matemati¤e biraz
ilgi duyanlar taraf›ndan da oldukça
kolay anlafl›labilece¤ini düflündü¤ü-
müz, oldukça basit bir ifadesi var. Bu
san›n›n anlafl›labilmesi için gerekli
olan anahtar kavram "topolojik eflde-
¤erlik" olarak adland›r›labilir. 

Geometri, kat› hareketlerin, yani fle-
kil, aç› ve uzunluklar› de¤ifltirmeyen dö-
nüflümlerin çal›fl›lmas› olarak düflünüle-
bilir. Bir kare ve bir çember, geometrik
olarak birbirinden farkl› nesnelerdir;
çünkü birini di¤erinden kat› bir düz-
lemsel hareket uygulayarak elde ede-
meyiz. Di¤er bir deyiflle, bu iki geomet-
rik nesneden birini düzlemde kayd›r›p
döndürerek di¤eriyle çak›flt›ramay›z.
Bu anlamda, kenar uzunluklar› farkl›
iki kare, farkl› geometrik nesnelerdir.

Ne var ki, gerçek hayatta kusursuz
düzgün flekiller yoktur, fleklin bütü-
nüyle korundu¤u hareketlere de en-
der rastlan›r. Genelde her nesne dönü-
flümler s›ras›nda birtak›m deformas-
yonlara u¤rar. fiimdi, deformasyonlar›
göz önüne alarak hareket kavram›m›-
z› biraz daha geniflletmeye çal›flal›m.

Elimizde hamur, lastik flerit gibi de-
formasyona elveriflli nesneler olsun.
fiöyle bir anlaflma yapal›m: Parça ekle-
meden veya ç›karmadan, ya da nesne-
nin süreklili¤ini bozan kesme, kopar-
ma, delik açma gibi ifllemleri yapma-
dan, bir hamur parças› veya bir lastik
fleritten, tersine çevrilebilir sürekli bir
deformasyonla elde edece¤imiz yeni
flekilleri, ilk flekliyle eflde¤er farzede-
lim. Esnetme, s›k›flt›rma, hamur açma
gibi dönüflümler bu tür deformasyon-
larla sonuçlanabilecek ifllemlere örnek
olarak gösterilebilir. Yukar›da anlatt›-
¤›m›z türden bir deformasyonla birbiri-
ne dönüfltürülebilen iki nesne, birbiri-
ne topolojik olarak eflde¤erdir deriz.
Örne¤in, farkl› kenar uzunluklar›na sa-
hip iki kare, geometrik olarak farkl›
nesneler olduklar› halde topolojik ola-
rak eflde¤erdirler. Çünkü bir kare, es-
netme veya s›k›flt›rma gibi bir sürekli
deformasyon alt›nda, daha büyük veya
daha küçük bir kareye dönüfltürülebi-
lir. Hatta, topolojik aç›dan çember ve
kare bile eflde¤er nesnelerdir: Uçlar›
ba¤lanarak çember haline getirilmifl
bir sicim veya lastik fleride, onu kes-
meksizin bir kare flekli verebiliriz. Böy-
lece, nesneleri topolojik eflde¤erlik

ba¤lam›nda incelersek uzunluk, aç› gi-
bi geometrik kavramlar önemini kaybe-
der, nesnelerin sürekli deformasyonlar
alt›nda de¤iflmeyen özellikleri (topolo-
jik özellikler) ön plana ç›kar. 

Topolojik eflde¤erlik kavram›n› ça-
l›flmak için gerekli kavram ve teknikle-
rin yeni bir alan olarak ortaya ç›k›fl›,
Henri Poincaré 'nin 1892 y›l›nda topo-
loji üzerine yazd›¤› ilk notla bafllad›
denebilir. Daha önceleri Euler, Listing,
Möbius, Riemann, Klein ve Betti gibi
matematikçilerin zaman içerisine da-
¤›lm›fl baz› çal›flmalar› var. Hatta, daha
1679 y›l›nda Leibnitz, o zamanlar he-
nüz ismi bile ortal›kta olmayan topolo-
jik eflde¤erlik kavram›n› inceleyecek
yepyeni bir geometri türüne gereksi-
nim oldu¤unu vurgulam›flt›r. Topoloji
sözcü¤ü, ilk defa, yukar›da sözü edilen
matematikçilerden Listing taraf›ndan
kullan›lm›flt›r. Daha önceleri topoloji
sözcü¤ü yerine, belki "durum analizi"
olarak çevirebilece¤imiz "analysis si-
tus" terimi kullan›lmaktayd›. 

fiimdi de bir futbol topu ve flifliril-
mifl otomobil iç lasti¤i alal›m. Futbol
topunu saran çember fleklindeki bir
lastik fleridi, kesmeden ve topun yüze-
yinden ay›rmadan s›y›rarak büzebilir,
bir noktada toplayabiliriz. Ama bir oto-
mobil lasti¤ini enine olarak saran bir
lastik fleridi, otomobil lasti¤i ya da fle-
ridi kesmeksizin s›y›rarak bir noktaya
büzemeyiz. Bunu, "topun yüzeyi basit
ba¤lant›l›d›r", ama otomobil lasti¤inin
yüzeyi de¤ildir" diye ifade ediyoruz.

Futbol topu yüzeyi ve fliflirilmifl oto-
mobil iç lasti¤i, matematikte küre ve
tor ad›n› verdi¤imiz iki yüzey örne¤i-
dir. Her iki yüzeyde de bir iç, bir de d›fl
yüzey ay›rdedebiliriz. Her yüzey tara-
f›ndan sa¤lanmayan bu özellik, örne-
¤in, "küre, yönlendirilebilir bir yüzey-
dir" diye ifade edilebilir. Do¤ada bu
özelli¤i tafl›mayan, yani tek yüzlü yü-
zeyler de vard›r. Bunun belki de en ta-
n›nm›fl örne¤i “Möbius fleridi” dedi¤i-

miz yüzeydir. Uzunca, dikdörtgen flek-
lindeki bir fleridin iki k›sa kenar›n›, kö-
flegenlerin uçlar›ndaki noktalar birbi-
riyle eflleflecek flekilde (fleridi bir defa
burarak) bir araya getirir ve yap›flt›r›r-
sak bir Möbius fleridi elde ederiz. Böy-
le bir fleridi bir noktas›ndan bafllayarak
ve f›rçay› kald›rmadan boyarsak her ta-
raf›n› boyam›fl oldu¤umuzu görürüz. 

Yukar›da tan›mlad›¤›m›z topolojik
eflde¤erlik ve basit ba¤lant›l›l›k kavram-
lar› daha yüksek boyutlarda da anlaml›-
d›r. T›pk› iki boyutlu uzayda noktalar›
bir referans sistemi sayesinde iki koor-
dinatla ifade edebildi¤imiz gibi, daha
yüksek boyutlardaki noktalar› da iki-
den çok say›da koordinatla ifade edebi-
liriz. Örne¤in içinde yaflad›¤›m›z üç bo-
yutlu uzayda her nokta, üçlü dik bir ko-
ordinat sistemine göre, üç koordinatla
ifade edilebilir. Tarihsel olarak, ikiden
yüksek boyutlu yüzeyler, koordinatlar›
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Geometrik dönüflüm

Küre basit ba¤lant›l› bir yüzeydir,
otomobil lasti¤i basit ba¤lant›l› de¤ildir.

Möbius fleridi tek tarafl› bir yüzeydir

Topolojik dönüflüm



belli denklemleri sa¤layan nokta küme-
leri olarak ortaya ç›km›flt›r. Bunlara her
sonlu boyutta rastlanabilir. Asl›nda, ma-
tematikte “manifold” dedi¤imiz bu da-
ha genel yüzeylerin tan›m› biraz dikkat-
li yap›lmal›. Ancak bu derece ayr›nt›ya
inmeyecek, bunlardan yüzey veya yük-
sek boyutlu yüzeyler diye söz edece¤iz.
Süreklilik kavram› çok do¤al bir flekil-
de daha yüksek boyutlara genellefltirile-
bilir. Böylece, örne¤in sürekli deformas-
yonlardan, ve yüksek boyutlu bir yüzey
üzerinde kapal› bir e¤rinin, sürekli bir
deformasyonla bir tek noktaya büzül-
mesinden söz edilebilir.

Matematikte en önemli problemler-
den biri, iki veya daha yüksek boyutlu
yüzeylerin topolojik eflde¤erlik ba¤›n-
t›s›na göre s›n›fland›r›lmas›d›r. ‹ki bo-
yutlu yüzeyler için bu s›n›fland›rma bi-
liniyor. Her iki boyutlu, yönlendirilebi-
lir, kapal› (yani kenarlar› olmayan) yü-
zey, bildi¤imiz standart küreye veya
flekildeki gibi, sonlu herhangi say›da
içi bofl kulp eklenmifl bir küreye topo-

lojik olarak eflde¤erdir. Örne¤in, oto-
mobil lasti¤i, yani tor, ufak bir defor-
masyonla tek kulplu küreden elde edi-
lebilir. Farkl› say›da kulp eklenmifl kü-
relerinse birbirlerine topolojik olarak
eflde¤er olmad›¤› bilinmektedir.

Burada konumuz aç›s›ndan çok
önemli bir nokta fludur: Basit ba¤lan-
t›l› kapal›, yönlendirilebilir bir yüzey,
topolojik olarak standart küreye eflde-
¤er olmak zorundad›r. Çünkü herhan-
gi bir say›da kulp eklenmifl bir küre,
basit ba¤lant›l› de¤ildir. 

Poincaré, sözünü etti¤imiz bu
önemli noktan›n üç boyutlu yüzeyler
için de do¤ru olup olmad›¤›n› sorgula-
m›fl, ve bunun sonucunda Poincaré Sa-
n›s› dedi¤imiz iddiay› ortaya atm›flt›r.
Poincaré San›s› flöyle ifade edilebilir: 

Her basit ba¤lant›l›, kapal›, yön-
lendirilebilir üç boyutlu yüzey, üç bo-
yutlu standart küreye topolojik ola-
rak eflde¤erdir. 

Bu san› henüz çözüme kavuflmam›fl
olsa da pek çok yeni matematiksel ku-

ram›n do¤up geliflmesine vesile olmufl-
tur. Bu san›n›n daha yüksek boyutlu
genellefltirmeleri ortaya at›lm›fl, ama
iflin ilginç yönü, bunlar henüz üç bo-
yuttaki problem çözüm beklerken, çö-
züme kavuflturulabilmifltir. Yine de
bunlar çok önemli sonuçlard›r ve mate-
matik tarihinin en önemli kilometretafl-
lar› aras›nda yerlerini alm›flt›r. 1961 y›-
l›nda Stephan Smale befl ve beflten bü-
yük boyutlarda, 1982 y›l›nda Michael
Friedman dört boyutta Genellefltirilmifl
Poincaré San›s›n› çözerek bugün mate-
mati¤in en sayg›n ödülü olarak bilinen
"Field Madalyas›" ile ödüllendirilmifller-
dir. Çok fleyin bilindi¤i birinci ve ikinci
boyut ile, topolojik problemleri çözebil-
mek için yeterince manevra alan›na sa-
hip oldu¤umuz daha yüksek boyutlar
aras›na s›k›flm›fl üçüncü boyuttaysa Po-
incaré San›s› y›llara ve kuramlara di-
renmekte, çözümü hâlâ pek çok mate-
matikçinin düfllerini süslemektedir. 

*Prof. Dr., ODTÜ, Matematik Bölümü
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Her kapal›, yönlendirilebilir yüzey, ya bir küreye ya da kulplu bir küreye topolojik olarak eflde¤erdir.
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