Sabun Baloncuklariyla
Deneysel Matematik

ilmem hi¢ denediniz mi?
Kiiciikliigimde en zevk
aldigim oyunlardan biri,
sabun képiigiinden ba-
loncuklar vyapip onlan

seyretmekti. Hatta bu isin turnuvasi-
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Dido deriyi ince seritler halinde kestirip, kurulacak Kartaca sehri igin, en biyik alani

ni1 bile diizenler, apartmanda tiim ¢o-
cuklar toplanip baloncuklar ugurur-
duk. Diyebilirim ki, bir ara bu yans-
malar misket oynamakrtan bile daha
popiiler olmustu. Baloncuklan aldik-
lan sekillere, renklerine ve biiyiik-
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elde etmeye caligiyor. (Matthdus Merian, Historische Chronica, Frankfurt a.M., 1630)
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Yumurta, neden yumurta
seklindedir ya da neden ballk,
balik seklindedir? Neden
gezegenler ve yildiziar bir kup
ya da piramide degil de bir
topa benzerler? Bal arilari,
neden peteklerinde altigen bir
yapilanma izlemeyi tercih
ederler? Ylzyillar boyu bu ve
benzeri sorulan matematikciler
kendilerine sormuglar ve
doganin tasanm ustalgini
aciklayan bir dizi kural bulmay
ummuslardir. Iste bu umudun
pesinde kosarken Kargilarna
¢lkar sabun baloncuklari...

liiklerine gore degerlendirir, sonra da
kazanani belirlerdik. Ama iddialas-
malarimiz hi¢ bitmezdi. En ¢ok balo-
nu kimin ugurduguna bir tiirlii karar
veremezdik. Kimimiz giinde bin, ki-
mimiz yiizbin, kimimiz de onyiizbin
(?!) baloncuk ugurmakla oviiniirdiik.
Tabii, o giinlerde heniiz “milyon™u
bilmiyorduk ve ekmegin fivat -eger
vanilmiyorsam- on liranin altindayd.

Oysa sabun baloncuklari, yalniz
biz kiigiiklerin oyun malzemesi de-
gildi. Doganin da oyuncagiydi, balon-
cuklar. Hem de son derece becerikli
oyuncaklardi. Oyle ki matematikgile-
ri bile deney riiplerinin arasina sok-
may1 basarmisti. Hatta daha da iddial
bir ifadeyle, kgt iistiinde ispatin ar-
vk son demlerini yasadigimi haber
veriyordu. Scientific American yazar-
larindan Jokn Horgan “lspaun Olii-
mii” adli makalesinde, baloncuklarla
ugrasan Jean Taylor'dan deneysel
matematik¢i diye bahsetmisti. Pek
haksiz da sayilmazdi. Ne de olsa ilk
anda insanin gozii éniine, havaya ba-
loncuklar iifleyen bir matemarikgi
gelivordu.
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Kraligce Dido’nun
Problemi

Sabun baloncuklannin  matema-
tikle olan seriiveni, ¢cok eski villarda
baslar. Roma mitolojisine gire Dido,
Sur sehrinden Fenikeli bir prensestir.
Kral olan kardesi, kocasimi 6ldiirdii-
giinde sehirden kagar ve Kuzey Afri-
ka'da, ileride Kartaca adimi alacak
olan yere ulagir. Bu bilgenin kral),
onun ve insanlannin verlesebilmeleri
i¢in toprak satin almalarina izin verir.
Fakat valmizca bir okiiz dernisinin
kaplayabilecegi biiyiikliikte bir top-
ragi...

Bunun iizerine Dido, tnce “kapla-
mak” kelimesini en genig anlamiyla
ele alir. Yanindakilere derivi ince serit-
ler halinde kestirip bunlarn birbirine
baglatr ve uzun bir kordon elde eder.
Eger her bir seridin ¢geyrek santim in-
celikte kesildigini varsayarsak, 1000
ile 2000 metre uzunlugunda bir kor-
don ¢ikardiklarini tahmin edebiliriz.

Sira bu kordonu, en genig alam
kaplayacak sekilde yere yaymaya gel-
mistir. Yerin tamamen diizgiin oldu-
gu farzedilirse, Dido’nun su matema-
tiksel problemle karsi karsiya oldugu
sbylenebilir: Verilen uzunlukraki ka-
pal egriler arasinda, en genis i¢ bél-
geye sahip olani bulmak... Anlatilan-
lara gére, Dido dogru yamiti bulmus-
tur. Kordonu bir gember geklinde ye-
re yaydinr ve 3 ile 12,5 km? arasinda
bir alan elde eder. Ortagag Avrupa’si-
nin surlarla ¢evrili sehirlerine bakildi-
ginda, kent sakinlerinin Dido’nun
izinden gittigi goriilebilir.

Baloncuklar Kanun
Yaparsa

Gergi Dido dogru se¢imi kisa za-
manda yapmis ve esit ¢evre uzunlugu-
na sahip diizlemsel sekil-

ler arasinda en fazla
alanin daireye ait ol-
dugunu  goérmiigtiir.
Ancak matematikgi-
ler agisindan, da-
irenin bu dzelligi
icin bir kanit or-
taya koymak, o

Joseph Antoine
Ferdinand Plateau
(1801-1883)
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Paris'in 1576 tarihli haritasi. Gérildiigd gibi Parisliler de Dido’nun izinden gitmis.

kadar kolay olmaz. M.O. iigiincii ya da
dordiincii viizyilda Yunanl matema-
tik¢i Zenodoros, bu konuda ilk girisi-
mi yapmakla beraber, kanii baz
aciklar icermekrtedir. Bu agiklar ise an-
cak, 19, yiizyilda Alman matematikgi
Weierstrass tarafindan kapaulabilir.

Bu problemin ii¢ boyutlusu olan,
verilen bir hacim i¢in en az yiizey ala-
nina kiirenin sahip oldugu gergegini
kanitlamak daha zordur. Ik olarak
Arsimet bu konuyu incelemis, 1882
vilinda da Alman matematikgi Her-
mann Amandus Schwarz en kiigiik
viizey alanina kiirenin sahip oldugu-
nu kanitlamayi bagarmusur,

Dogada da bu ézelligi tagiyan se-
killerle karstlagabiliriz. Ornegin, hiic-
reler ve yagmur damlalan kiiresel yii-
zeylere sahiptirler. Ancak hava akim-

Farkh cergevelerde sabun zarlan

lari, yergekimi ve molekiillerin hare-
keti gibi pek ¢ok etken, bu dogal ya-
pilarla ilgili matematiksel hesaplan-
mizda, bizi dogrudan uzaklagtirir. Sa-
bun baloncuklanyla olugturulan kii-
reler ise, sasirticr bir sekilde, mate-
matiksel hesaplamalara milkemmele
yakin cevap verebilmektedirler,

Bir sabun baloncugunu iiflemek
¢ok kolaydir. Ancak gecici ve kolay
bozulan vapilanndan dolayi onlarla
sistemli bir ¢alisma yapmak zordur.
19. yiizyil boyunca, Belgikah fizikgi
Joseph Plateau sabun baloncuklari-
mn vapisi ve ozellikleri tizerine pek
¢ok deney yiiriltmiis ve dort basit so-
nuca ulagmistir, Giiniimiizde Plateaun
kanuniary olarak adlandinlan bu dért
sonug, sabun baloncuklarinin ge-
ometrik yapisini ortayva kovar:




- Bir sabun zan (sabun k-
piigiinden elde edilen zar)
diizgiin pargalar toplulugun-
dan olusur.

- Her bir diizgiin parganin
ortalama egriligi (vani viizeyle-
rinin ortalama egimi) sabitrir.

- Ug sabun baloncugunun
yiizeyleri, birlestikleri yerde
diizgiin bir efri meydana geti-
rir ve 120 derecelik bir agiyla
her bir viizevi boler.

- Ortava ¢ikan alt egri bir-
birlerine vaklastiklan verde bir
nokra olustururlar ve bu nokra-
da her ¢ift efri arasindaki ag
esittir (vaklasik 109 derecedir).

Bu kurallar dizisi, tiim sa-
bun baloncuklarinin -ne kadar
karmasik yapiya sahip olurlarsa
olsunlar- geomertrik ozellikle-
rini agiklamaktadir. Platean,
kendi kurallarina aykin diisen
sabun baloncuklart bulmak
amaciyla pek cok deneye giris-
mis; kiip, sekizyiizlii gibi ¢ok
sayida sekli sabun képiikleri-
ne baurarak farkli zarlar elde
etmistir. Ancak her seferinde elde et-
tigi sonuglar, ortaya kovdugu kural-
larla tam bir uyum gosrermigrir. Pla-
teau kanunlari, aslinda tek bir prensi-
bin sonucunda dogmustur: Verilen
bir hacim i¢in en kii¢iik viizey alani-
mi veren sekiller, sabun baloncuklarn-
na benzerler.

Buyrun, Deneysel
Matematige

Sabun baloncuklarmin bu ézelli-
i, daha genel bir ifadevle dile geti-
rilebilir: Sabun zarlanm model alan
matematiksel viizeyler, en kiigiik
alana sahip yiizeylerdir. Matematik-
cilerin devimivle, minimal yiizevler-
dir. Minimal bir yiizey, ayni ¢erceve-
yi kaplayan herhangi bir viizeyden
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Sabun baloncuklan dfleyen iki gocugun yer aldigt vitray-
dan bir kesit (Cologne, yaklasik 1530)

daha kiiciik bir alan kaplar. Yani sa-
bun zarlan, her kosulda minimal ala-
n1 kaplayan doganin harika oyuncak-
landir.

Iste bu nedenledir ki, sabun ba-
loncuklart “minimum-maksimum”
problemleri i¢in miithig bir malze-
medir. Yukarida da bahsettigimiz gi-
bi, verilen yiizey alani i¢in en biiyiik
hacim kiireve aittir. Dogada ise kii-
resel viizevi en 1yl saglavan vapilar-
dan biri, yine sabun baloncuklarndir.
Verilen vyiizey alami i¢in en biiyiik
hacmi bulma problemini, bir takim
sinir kosullar ekleverek degistirmek
de miimkiindiir. Nastl m1? Iki para-
lel diizlem arasina sikigtirilmag bir ci-
sim diigiiniin. Diyelim ki, cismin her
iki diizleme de dokunmavan yiizey
alant indirgenmis yiizey alani olsun,
Verilen tndirgenmis bir viizey alant
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Bir sabun baloncuguyla silindirin elde
edilmesi

46

win, tki diczlem arasina sikigti-
relmig en biiyiik hacme sahip ci-
sim nedir? Diger bir deyisle, si-
kistirtlmes ve sabit hacme sahip
cisimlerden hangisi en kigik
indirgenmis viizey alanina sa-
hiptir?

Bu problem, deneysel ola-
rak ¢oziilebilir. Yapmamiz gere-
ken, iki 1slak diiz camin arasina
bir sabun baloncugu iiflemek-
tir. Once baloncuk, tek islak ca-
min f{izerinde yanm bir kiire
seklini alir. Bu yarim kiireve da-
ha fazla hava iifledifimizde ba-
loncuk biiviir ve diger islak ca-
ma ulasir. Sonunda, her iki ca-
ma da dik bir silindir karsimiza
¢ikar. Yani, dogru cevap silindir-
dir (Sekil 1).

Bu “islak cam ve baloncuk
deneyi”, bagkaca matematik
problemlerini vanitlamak igin
kullanilabilir. Bunlardan birisi
de Steiner’in problemidir. Bu
problem, 1646 yilinda Fransiz
matematikci Pierre de Fermat
tarafindan ortaya atulmis ve
Berlin  Universitesi’nde  profesor
olan Jacob Steiner tarafindan diizen-
lenmigtir. Steiner’in probleminde P,
Q ve R schirleri bir yollar sistemivle
birbirine baglidir, Hi¢ bir engelin
bulunmadig ve sehirlerin ¢evresin-
deki topraklarin diizgiin oldugu var-
sayilarak, istenen yere vol inga edile-
bilmektedir. Problem, sehirleri bir-
lestiren en kisa uzunlukraki yol sis-
temini bulmakur. Bu problemi, ele-
menter geometrivle ¢ozmek miim-
kiindiir. Ancak ayni vamt, “islak
cam ve sabun baloncugu” deneyi-
miz de verir:

Yine iki 1slak cam alalim ve bun-
lari ii¢ igneyle birbirine birlestirelim.
Kosulumuz: Bu ii¢ ignenin birbirine
paralel, esit nzunlukra ve her iki
cam diizleme de dik olmasi... Daha
sonra bu iki islak diizlem arasina, her

Sekil 2

Steiner'in probleminin baloncuklarla ¢6zimu. Sagda, iki dizlem arasinda bulunan her
tic igneyi de icerecek sekilde, silindirik bir sabun baloncugu gérdliyor.
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Dairelerin en sik dizilimieri. Aligen bir
dizilim, karesel bir dizilime gére daireler
arasinda daha az yer birakir.

ii¢ igneyi de igerecek sekilde, silin-
dirik bir sabun baloncugu iifleyelim
(Sekil 2). Ardindan iifledigimiz ka-
miusgla, baloncugun icinden yavasga
havayi ¢cekmeye baslayalim. Silindi-
rik seklimiz devamli degisecek ve
¢esitli figiirlere biiriindiikten sonra
iki cam diizlemi de dik kesen iig¢
adet sabun zan olusacakor. Simdi
egger herhangi bir camu ele ahr ve ig-
nelerin bu cama degdikleri nokralara
P, Q, R diyecek olursak, yanitimiz
ortaya ¢ikar: Sabun zarlarmin cam
diizeyle olusturdugu dogrular, ii¢
noktay: birlestiren en kisa uzunluk-
taki sistemdir (Sekil 3).

Iste bir baska problem: Esit bo-
yutlardaki silindirleri bir diizlem
iizerine koyup, onlart miimkiin ol-
dugunca az yer kaplayacak gekilde
dizmeye calisahm. Bu ugragimizin
sonucunda karsimiza alugen bir vapi
¢ikar (ya da en azindan ¢ikmas gere-
kir). Ciinkii bu yapi, aymi boyutlar-
daki dairesel sekillerin bir diizlem
iizerinde olabilecek en sik dizilimle-
rini saglar. (Sekil 4’te ortada ver alan
daire, tam alu daireve birden deg-

Sabun baloncuklarimin iki paralel diizlem arasinda aldikian altigen sekiller.

mektedir.) Igte bu yiizdendir ki, do-
fada alugenlere, 120 derecelik agila-
ra ve Y sekline sikca rastlanmakeadir,

Esit boyutlardaki toplar iki diiz-
lem arasina stk bir sekilde dizildikle-
rinde, ortaya yine alugen bir sekil
cikugr goriiliir. Divelim ki, toplari-
miz canli birer hiicre olsun ve her bi-
ri ayni oranda miimkiin oldugunca
genislemeye caligsin. O zaman agik-
¢a anlasilacag iizere, alugen hiicre-
ler olusacakur. Aslinda bu durum,
hiicre biiviimesinde sikga goriiliir ve
hiicreler genelde alugen sekillere
kavusurlar.

Ancak alugen vapi, ¢ok farkli bir
sekilde de elde edilebilir. Yapmamiz
gereken sadece, esit bovutlardaki sa-
bun baloncuklarini iki cam diizlem
arasina tiflemek olacakur. Eger yete-
ri kadar iiflersek (onyiizbinden az
bir sayida ve esit boyut kosulunu
saglamak i¢in homojen iiflemelerle),
baloncuklar birlesirler. Her ne kadar
bu islemi gergeklestirmek, homojen
{iflemeyi heniiz grenememis be-
nim gibi canlilar icin miimkiin go-
ziilkmese de, bu durumun gergekles-
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tigi varsayilabilir. Oncelikle bu ba-
loncuklar, iki diizlem arasini tam ola-
rak doldurduklarindan, her iki diiz-
lemle de dik agi olustururlar. Plateau
kanunlarindan da hatirlanacag gibi,
her ii¢ baloncuk arasinda da 120 de-
recelik bir ag1 vardir. Her bir balon-
cuk ayni boyutlara sahip oldugun-
dan, komsu hiicreler arasinda bir ba-
sing farki olugmaz. Sonugta igteki sa-
bun zarlan sifir ortalama egrilik gis-
terirler ve diizlemsel viizeylere ka-
vusurlar. Arnk elimizde bir aluigen
baloncuklar dizisi vardir. Yalmzca en
dista kalan baloncuklara bir baski ol- -
madigindan, bunlar kismen silindi-
rik formlarini korurlar (Sekil 5).

Anlarin Karnesi

Ote yandan altugen vapiya sikga
rastlamamiza neden olan bir baska
oge daha vardir: Bal anlan. Bal pe-
teklerinde goriilen altigen formlarin
miikemmel uyumu, insanlan her za-
man biiyiilemeyi basarmisur. Eski
Yunanlilar’dan bu yana, bal petekle-
ri incelenmis ve altgen yapilar igin

P

P P /K
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Steiner’in probleminde baloncugun girdigi sekiller
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Tom Noddy'nin baloncuklarla elde ettigi kibik ve oniki yizli sekiller

cesitli sebepler ortaya siiriilmiistiir.
Fransiz fizik¢i R. A. F. de Réaumur
(1683-1757), anlarin en az balmumu-
nu kullanmak i¢in béyle bir vapiyi
tercih ettiklerini ne siirmiistiir. Yani
altigen vapi, anlar icin en ekonomik
vapidir, De Réaumur bu savim Sa-
muel Koenig'e de agiklamis, Koenig
de bal hiicrelerinin 120 ve 109 dere-
celik agilar mevdana getirdigini gor-
miistiir. Hatrlanacag gibi, bu acilar
Plateau kanunlarinda da ver almak-
tadir ve en az alani kaplama prensi-
binin sonucunda ortava ¢ikmis de-
gerlerdir. Dolayisiyla Koenig'in goz-
lemleri, de Réaumur'un savini dog-
rular goziikmekredir.

Ancak tiim bu savlar ve gizlem-
ler, arilarin bir sekilde optimal petek
yapisint olusturduklarn varsayimina
davanmakradir. Peki, bu varsayim
gercekle uvusmakta midir? Bu soru
1964 yilinda Macar matematikgi / ¢-
Jes Tdth rarafindan incelenmis ve
Toth elde ettigi sonuglan “Anlann
Bildikleri ve Bilmedikleri” adli bir
cahismada toplamisur. Téch, petegi
hiicre adim verdigi denk disbiikey
(konveks) cokyiizliillerden olusmus
bir kiime olarak kabul eder. Bu hiic-
reler birbirlerivle kesigmeden ve
aralarinda bosluk birakmadan iki pa-
ralel diizlem arasimi doldururlar. Ay-
ni1 zamanda her bir hiicrenin, bu iki
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Solda bir bal petegi hidcresi ve sagda
Fejes Toth'un hiicresi

yapidir? (G ge-

diizlemden valnizca bir iizerinde
yiizlerinden biri goriiniir,

Anlar tarafindan olusturulan hiic-
reler seffaf kanallardir ve vyiizleri
diizgiin alugen scklindedir. Ayni za-
manda altlart da ii¢ esit eskenar dort-
genden olusur. Anlar peteklerini,
hiicrelerin alugen viizleri diizlemler-
den valnmizca biri-
ne degecek se-
kilde insa eder-
ler. Peki, ortaya
¢ikardiklar  bu
vapi onlar i¢in en

o b
antittt2sts.

ekonomik tercih
midir?  (Sekil 6)

Bu  soruvu
matematigin di-
livle anlatmak da
miimkiindiir:
H ve
savilart igin, hiic-
releri en az Vii-
zey alanina sahip
G genisliginde

Verilen

ve H hacminde-
ki petek nasitl bir

nisligi, petegi si-
nirlayan paralel

ikt diizlem ara-
sindaki uzaklhik-
ar.) Ytncd Kilimi (19. ylzyi)

Heniiz bu so-
ru vanitlanabilmis degil, ama ceva-
bin anlarin olusturdugu petekler ol-
madigini kesinlikle biliyoruz. Ciin-
kii "T'éch anlarin yapug hiicrelerden
daha ivi sonug veren bir baska hiicre
bulmayi basarmigtir. Bu hiicrenin alt
kismi, iki alngen ve iki de eskenar
dortgenden olusmakradir. Téth'un
hiicrelerinin her bir yiizii de anilarin-
kine gore %(.35 daha az alan kapla-
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Cam ufleme

makrtadir. Dolayisiyla anlarin ¢ok ivi
bir is ¢ikardiklanm ve karnelerinde-
ki matemartik notlarninin oldukga
viiksek oldugunu styleyebiliriz. An-
cak anlar, en yiiksek notu ve sabun
baloncuklaninin basansini heniiz ya-
kalayabilmis degildir.

Son
Baloncuk

Bilirsiniz, cizgi
romanlarda karak-
terler baloncuklar-
la  konusturulur.
Son baloncuklan
okumak, ¢ogu kez
¢ocuklan iizer (en
azindan beni iizer-
di). Aruk seriiven
bitmis ve Red Kit
“Yalniz Kovboy”
sarkisim1 soyleme-
ye baslamistir, Oy-
sa sabun baloncuk-
larn i¢in, heniiz
“son  baloncuk”
konulmus degil ve
onlarla matematik-
¢ilerin pavlasacag
daha pek ¢ok ma-
cera var. Sonunda
John  Horgan'in
dedigi gibi, kagit istiinde ispatlar
son mu bulur, bilinmez. Ama farkh
bir son olacag muhakkak...

Han Nazmi Ozsaylev
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