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Sayr Nedir?

Banua hayanmda birkag defa savi nedir so-
rusu voneltildi ve her defasinda bu soruvu
cevaplamak igin diisiiniirken viiziimden ter
bosandigint haurliyorum. Neredeyse sorul-
maya degmeyecek kadar basit giriinen bu
soru insanin kafasin allak bullak edivor.

Giinliik yasamda biiyiik bir rahathik ve
emnpiyetle kullandifimiz ve herkesin kesin-
lik simgesi olarak gordiigii savilar, dogru dii-
riist canimlamaga kalkugimizda, iginden ¢i-
kilmaz bir muammaya ddnfisiiyor.

Yillar 6nce benden Agikdgretim Fakiilte-
sinin ilkokul 6gretmenlen i¢in hazirladii
bir programla ilgili olarak sayr kavranu iizeri-
ne bir yazi istenmigti (elinizdeki yaz esas
itibanyla bu vazidir), Yaziya nerden baslayip,
ne yazacagimi Kestiremivordum.

Savi kavraminin kendi zihnimde nasil
olusmus olabilecegini yoklamak igin gocuk-
luk giinlerime dogru daldim. Masallann so-
nunda giokten ii¢ elma diisiiyordu; yedi cii-
celer, kirk haramiler vardi. Sonra bir verlerde
elmalar, ciiceler, haramiler kayboluyor, sanki
tasavvufun soyutlugunu simgelercesine geri-
ye iigler, vediler, kirklar kalivordu. Bu trans-
formasvon nasitl ger¢eklesivordu?

U¢ Elmayi Anladim,
Ama U¢ Nedir?

Biraz diigiindiikten sonra, bu kavramin
konugma dilindeki yorumu belki sagduyuma
vol gosterebilir timidiyle Tiirk Dil Kuru-
mu'nun bir sézliigiine uzandim, Sézliikre
“ii¢” kavramimin kargisindaki agiklamayi go-
riince hayretler iginde kaldim. Cok masum
ve kestirme bir bigimde,

ii¢ = ikiden bir aruk
tanimi verilivordu, Sozliilk vazarlarimiz acaba
ancak gegen viizyil sonunda netlesen ve Pe-
ano aksivomlan denilen vonteme vakif mi

idiler, yoksa giiclii bir sezgileri mi vardi? Bu-
nu hala anlamis degilim. Ama bir kere bu an-
layigi benimsedikten sonra gerisi gorap sokii-
gii gibi gelivor:

dére = tigren bir aruk,

bes = dorrten biraruk, vs.

Buna gore, gerive sadece “bir"in hesabimi
vermek Kalivordu, Hevecanla bu maddeve
baktugimda biraz dii§ kinkligina ugradim: si-
rasiyla, bir = sav1 sifaclarimin ilki,

ilk = birinci,

birinci = bir savisinin sifan
olarak tammlanmivordu, Bu fasit daire canimi
stkmakla birlikte, sozliik vazarlarimiza fazla
kizmadim, ¢iinkii Peano bile aksiyomlarinin
arkasing saklanip, “bir" in mahiyet hakkin-
da daha aydinlaticr bir agiklama vapmiyordu.

Sozliigii kapatum (Sondan bir evvelki
ciimlede ikinei bir “bir” kullandifim yaz-
diktan sonra farkertim!),

Baska Bir
Cikmaz Sokak

Aslinda sozliigii acugimda suna benzer
bir tanim beklivordum:
ii¢ = ii¢ elma, ii¢ kitap vs. gibi topluluklarin
ortak dzelligi

Saninm dogal sayilar tizerinde biraz dii-
siinenin akhina ilk gelen tamm bu olacakur,
Herhalde dogal sayir kavraminin evrimsel
olusumu da bovle olsa gerekir. Ancak bu ta-
mima biraz elestirel agidan yaklasacak olur-
sak, bovle topluluklann birden fazla “ortak
dzelligi” olup olmadigr sorusu akla gelebilir,
Ortak tzellikleri azaltmak i¢in, 6rnek roplu-
luk savisi ¢ogalulsa bile, atomlardan olugmak
gibi Gzellikler igimize siiphe sokmaktadir.

Bu tanimi kurtarmak igin sovle bir ma-
nevraya bagvurulmusgtur: “Ortak dzellik™ la-
findan vazgegelim ve "ii¢" kavraminy, ii¢ el-
ma, ii¢ kitap, ii¢ kalem vs. gibi diisiiniilebile-
cek biitiin topluluklann toplulugu olarak ta-
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nimlayalim! Fa-
kat ne vazik ki,
(bu kitap mi, Ki-
tap degil mi gibi
sorular bir vana)
bu son topluluk
bir “topluluk”
olamayacak kadar
kalabahkur! (Bu
konuya tekrar di-
necegiz.)

Bazilarimizin
aklina bu yaklasi-
min da zaten bir
kisir dbngii oldu-
gu gelebilir:
“li¢"i tamimla-
mak i¢in, “ii¢ el-
ma”, "¢ kitap”
drneklerinin biin-
vesinde  gene
*iic" i kullanivo-
ruz. Ancak bu,
kiimelerin bire-
bir eslenmesi var-
dimivla kolay giderilebilecek bir
¢eliskidir,

Ug elemanh diye diisiindiigii-
miiz herhangi bir dzel kiimeyi go-
ziimilze kestirip, sonra onunla bi-
re-bir eslenebilen biitiin kiimeleri
gtz dniine alabiliriz. Fakat bu hile,
yvukanidaki manevramn sikintsim
halletmemekredir, Isterseniz isler
daha fazla kanigmadan bu tamim
isinden vazgegelim. Veya karsi sal-
dinya gegelim:

Tanmmlamak
Ne Demek?

(Liitfen “ne demek”, ne demek
demevinl!)

Bizden bir tamim isteyvenin, ta-
nimdan ne anladiZim belirtmesi ge-
rekir, Tanimlamanin ne demek ol-
dugunu wnimlamak gibi belal bir
igle bagimizi fazla derde sokmadan,
uysal bir tamim tammi da verebili-
riz: herhalde tanimlama olaviny,
“daha az bilineni” “daha ¢ok bili-
nene” indirgeme isi olarak diigiin-
mek anlamli olsa gerektir,

Ancak bu indirgeme isi ilelebet
siiremeyecefine gire, demek ki bir
yerlerden baglamak zorundayiz. As-
linda insanin nereden baslayacafm,
nerede durdugu ile alakalidir. Sifir-
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dan baslamak iddiasinda olan bir
kist bile, milyonlarca villik evrimin
kendisine bahgettigi korkung yete-
neklerle yola ¢ikmakeadir. Ornegin
asafdaki isaretlerin aym harfi gos-
terdigini hepimiz bir bakista anii-
vor, fakar bunu temin eden biyolo-
jik mekanizma hakkinda fikir yii-
riitme geregini dahi duymuyoruz.

MmmMMn MU m

Aliskin oldugumuza, rahat kul-
lanabildigimize o kadar normal ve
dogal goziiyle bakiyoruz ki, ancak
igler ters gidinee diigiinmeye baglh-
yoruz.

isler ilk Defa Ne
Zaman Ters Gitti?

Ben birgok hayvanin kiigiik do-
gal sayilar hakkinda bir fikri oldu-
gundan kusku duymuoyorum. 100
bin sene 6ncekt insanlann sayr kav-
raminin ne kadar netlestigi ve zen-
ginlestgi konusunda ise net bir fik-
rim yok. Fakat bundan birkag¢ bin
sene dnce dogal savilar ve (pozitif)
rasyonel sayilar bugiinkiine yakin
bir miitkemmellige ulagmiglard..

Ancak Milattan birkag yiizyil
once insanlar tarafindan yapilan bir

“kegif” zihinleri
derinden sarsmis
ve ancak 2000 il
sonra muhreme-
len gegici (1) bir
¢hziime kavugtu-
rulabilmistir,

Akla

Uygun
Olmayan

Sayilar

Bu kesfi nak-
lermek igin, tince,
simdi “Eski Yu-
nanlilar™ denilen
insanlarin rasyo-
nel sayi anlayisina
kisaca deginelim,
O kavim arasinda
sckiller, savilar-
dan daha ¢ok ragber gérmekte idi
ve bir rasyonel sayi, “ortak slgiili”
iki dogiru pargasinin uzunluklar-
nin orani olarak diigiiniiliiyordu,
Ashnda rasyonel sayi kavramindan
zivade, ortak olgiiliilitk kavrami 6n
planda idi. Bundan su anlagihyor-
du:

AB ve CD gibi iki dogru parga-
simin ortak slgilii olmalan demek.
bunlann, asafida gosterilen sekil-
de. EF gibi bir bagka dogru parca-
simin belli tam katlan vzunlugun-
dan olmalan demekri.
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Onceleri herhangi iki dogru
pargasimin ortak olgiilil olacaklan
diigiiniildii. Bunu biz bile simdi
hild diisiinebiliriz. EF 'nin gittikge
daha kii¢iik segilmesinin buna im-
kan verecegini beklemek dogaldir.
Bu ashinda “atomistik prensiplere™
de gok uygun diigen bir diigiince-
dir. Fakar o zamanlar ¢ok geligmis
olan diizlem geometrinin prensip-
lert dogru kabul edilecek olursa,
bu diigiincenin, “maalesef™ dogru
olamavacaginin farkina vanld.



Olayin ayrintst bilinmemekle
birlikte, iizerinde bu kesfin yapil-
mis olmast muhtemel bir sekil su-

dur: B C

E

ABCDE diizgiin besgeninin AB
kenan ile AC késegeninin ortak 61-
ciilii olmadigini kegfetmege ¢alis-
mak, umarim sizin i¢in de zevkli
olacakur, Bu amagla, su yol-goster-
me isinize yarayabilir: AB'nin
uzunlugunu, AC'nin vzunlugun-
dan ¢ikartin; sonra, ¢ikan farki
AB'nin uzunlugundan ¢ikartin;
sonra, ¢ikan farki, onceki farktan
¢ikartun ve béyle devam edin. Bu
islemin higbir zaman durmayacagi-
m goreceksiniz.

Yiiriimeyi Sasiran
Karkayak

Antik ¢ag matematikgilerinin
diinyasint vikan bu kesif, sayilarin
sanildigr kadar “masum” olmadik-
larini géstermis ve matematikgileri,
kullandiklan kavramlara dair, ken-
dilerine kargi daha ciddi hesap ver-
mege zorlamustr,

Ancak sadece diisiinmek, belli
bir zemin ve birikim olugmadan,
coziime yetmemektedir. Nitekim,
rasyonel olmayan sayilarin mahiye-
ti hakkinda tatminkar bir fikre, an-
cak 19. yiizy1l sonunda ulagilabil-
mistir. Bu problem daha yeni ¢o-
zitllmiis gibi gériiniirken, matema-
tik gibi en kesin zannedilen bilim,
kendisini bu yiizyil baginda ¢ok da-
ha vahim bir krizin i¢inde bulmus-
tur. Ayrinusina bu ¢ergevede ine-
meyecegimiz (fakar, daha dnce
bahsi gegen “fazla kalabalik toplu-
luklar'la da alakah olan ve bagka
yonlerine de ileride tekrar kisaca
deginecegimiz) bu kriz matemati-
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gin temellerine dair sorulardan
kaynaklanmakrtadir ve tyle anlasil-
maktadir ki, nasil yiiriidiigii sorul-
dugunda yiiriimeyi sagiran kirka-
yak gibi, diisiincemizin temellerine
dair diigiindiigiimiizde isler kans-
maktadir.

Evrimin

Dolambach Yollar:

Rasyonel olmayan sayilarla ugra-
sirken, az kalsin stfin ve negatif sayi-
lan unutuyorduk.

Bazen dogal sayilara kanlan sifir
sayisi, herhalde dogal sayilann yazi-
lis sistemlerindeki bog hanelerle ala-
kalt olarak ortaya ¢itkmig olmali. Bu
say1 bana “voklugun varliginin” sim-
gesi gibi goriiniivor (Bog kiime ile
benzerligi de bosuna degil: bos kii-
menin eleman sayisi!). Sifinn bir yana
birakacak olursak, -1, -2, -3, ... gibi
negatif tam sayilar aslinda rasyonel
olmavyan savilardan daha basit kav-
ramlardir. Hatta bunlann rasyonel
savilardan bile daha basit olduklan
diigiiniilebilir. Nitekim, birgok ki-
taplarda dogal sayilardan sonra, ikin-
ci kademe sayilar olarak, tam sayilar
ele alinmaktadir. Fakat 3. dereceden
polinom koklerinin ilk defa bulun-
dugu 16, yiizyil baglannda, say1 diin-
yasinda heniiz negatif sayilar yokru!

Gergi bugiin, dogal sayilar iginde
¢ikarma islemini “daima” vapabil-
mek i¢in negatif sayilara ihtiyag du-
yuldugu séylenmektedir ama, bu ba-
na sonradan diigiiniilmiig bir yakis-
trma gibi geliyor. Ciinkii binlerce
sene hi¢ kimse kiigiik sayidan bii-
yiik sayiy1 gikarma ihtivacini hisset-
memistir. Negatif sayilann yerles-
mesi, bir yandan bunlarnn denklem
¢oziimlerinde bir¢ok hal ayrnimini ge-
reksiz kilmalar, diger yandan da
analitik geometrinin kesfi ve sayila-
nn noktalarla (ve nokralarin sayilar-
la) temsil edilmesi ile alakal olsa ge-
rektir. Termometre meselesi herhal-
de bir gerekge degil, bir uvgulama
olmalidir. Sistem bir kere yerlestik-
ten sonra x + a = () denkleminin de
(a bir dogal ya da tamsayi olmak
iizere) her a icin ¢oziiliir hale gelme-
sinde siiphesiz bir sakinca yoktur!
(Rasyonellerin negatifleri de benzer
sekilde problemsiz sayilardir.)

Denklem ¢éziimlerinde kisitla-
malardan kurtulmak, bagka bazi hal-
lerde, gergekten tnemli gelismelerin
motoru olmustur ve “rasyonel olma-
yan sayilar"dan oreye giden (ve kar-
masik sayilar adi verilen) tlk énemli
say1 sistemi, varhgini, ¢oziilmesi bas-
ka problemler i¢in de Gnem kazanan
ve bir ihtiya¢ haline gelen, x + 1 =10
denklemine bor¢ludur. Gariptir ki,
daha rasyonel-irrasyonel sayi olayi
netlesmeden, bunlann bilindigi var-
sayimi altinda, karmasik sayilar igin
bugiin de aynen kullandigimiz bir
tanim 19. yiizy1l ortalarinda (yani ir-
rasyonel say1 tanimindan énce) veri-
lebilmisgtir!

Tamm
ihtiyacx
Acillesiyor!

Sayi problemine giivenli bir ¢i-
ziim aravist belki de sayilardan ¢ok
fonksiyonlar tarafindan zorlanmig-
ur. Ciinkii 17. ve 18. yiizvilda dife-
ransiyel ve integral hesap biiyiik bir
hizla gelisip yayildiktan sonra, 19,
yiizyilda yigilan bilgileri saglam bir
zemine oturtmak kaginilmaz hale
gelmistir. Bunun i¢in de sayilann
dogrudiiriist bir tantminin verilmesi
vazgegilmez bir sart olmustur. Or-
negin bir fonksivonun siirekliligi
kavrami (yani degiskenin “biraz-
cik”™ degismesi durumunda fonksi-
yon degerinin de “birazaik™ degis-
mesi) sayilanin yapisi kavranmadan
havada kalmaya mahk{mdur.

Tanimdan kagamayacagimiza
gore, arnk bu isi ciddiye almamz
gerekivor. Kuskusuz bir yerlerden
baslayacagz.

Ama nereden?

Dogal sayilardan baglamak en
makulii goriiniiyor. Ama rasyonel
saytlarla sorunu olmayan, onlardan
da baslayabilir. Isteyen daha ileri-
den de baslayabilir. Veya daha geri-
den! Belki, “dogal sayilardan da ge-
risi var nudir?” diyeceksiniz. Bir
dokun bin ah dinle kase-i fagfur-
dan!

Yukaridaki baglama segenekle-
rinden birini digerine tercih etmek
i¢in nedenler var midir? Belki biraz
daha diigiinmemiz gerekiyor.

Hilim ve Teknik



“Bu Sudur” Tam-
mi ve “Bilmece”

Gibi Tamm

Aslinda bir yerlerden baglamaya
karar vermek de meseleyi heniiz
¢ozmemekredir, Basladiktan sonra
ne yapacagiz? Isterseniz baglama
noktasina karar vermeden énce, ta-
mim olavimn bir bagka vonil fizeninde
duralim, Tanim, bir nesneyi agikla-
mak, detavlandirmak, netlestirmek,
Kavram olugturmak gibi “yaranier” bir
yinilndn vamsira, “meveutlardan
segme ve bildirme” seklinde daha
diizayak bir mesaj (bilgi, enformas-
von) aktanmi niceligi de tasir, “Mev-
cutlar” ok genigse, “yaratma®
ile “segme™ birbirlerine ¢ok yak-
lagabilirler ve matematikreki du-
rum buna hayli yvakindir, Simdi
genig bir meveutlar ailesinden
bir se¢im vapngimizi kabul ede-
lim. Acaba neyi sectifimizi bir
arkadasa nasil bildirebiliriz? Bu-
nun, herkesin bildigi iki volu
vardir: Segilen nesnenin, (varsa)
adint soylemek (tabii bunu iki-
mizin de bildigi varsayinu altin-
du), veya segilen nesneyi dzellik-
leri ile karakterize etmeve (be-
lirtmeve) gahigmak.

Ormetgin, limon diyecek yer-
de,

ddgucik frgrerk

ir dolu tursucuk
veva, Yunus Emre divecek ver-
de,

liim. ilim bilmebtir

llim kendin bilmekriv

Sen kendini bilmezsin

Ya wiee okumakr
dizelerinin sain divebilirsiniz,

Belki, birinci tiirden “bildir-
me”ve “agik bildirme” ya da “agik
tamm”, ikinct tiirden bildirmeye, va
da tamimlamava, “kapali bildirme",
ya da “kapalt tanim™ denilebilir.

Isim mi Onemli,
Ozellik mi?
Bir insanin isminin degil, akh-

nin, yeteneklerinin ve davraniglan-
nin daha 8nemli oldugunu herhalde
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herkes kabul edecekar. Bunu bir
adim daha ileri gitiirerek, herhangi
bir nesnenin isminin ve goriiniigii-
niin degil, zelliklerinin daha dnem-
li oldugunu siiyleyebilinz. Gergi gi-
ritnilg de bir Hzelliktir ama, onun al-
nnda yatan daha énemli tzelliklerin
varhigi, sagduyulu sezginin temel bir
kabulidiir. Limonun. dilden dile
farkeden adindan ve (adindan daha
objekrtif) goriiniisiinden daha 6nem-
li olan, dilden dile pek farketmeyen
tadidir. Limonun gekli, tadi ve igeri-
# yvaminda ¢ok Snemsiz kalmakradir.
Sekli dortkdge de olsa, horgiiglit de
olsa, kimyevi muhtevas: muhafaza
edildig siirece, limon yine ayni igi
girecekti (Gergi “bigim™ ve “6z"iin
birbirlerini karsilikli etkilemeleri
scklinde bir olgu da vardir ama, bu
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¢ofin kez ikincildir). Bu nedenle li-
monu anlatirken, seklini geri plana
itmeli ve muhtevasini vurgulamali-
viz. Bugiin artk herkese normal,
olagan, basit gelen bu fikir ve anla-
yvig, biiriin aklavakiligina ragmen,
matematikte uzun siire tam kavra-
namanmus; Ozellikle geometride orta-
va ¢ikan iKibin yillik tarugmalar so-
nunda netlegmigtir.

Isim ve goriinfisten gok dzellik-
lerin énemli oldugu fikr, “aksiyo-
matik metod” adi alunda, aruk ma-
remartifin en énemli araglarindan bi-
ri haline gelmigtir (Bu aracr, bir di-
ger ve belki de daha 6nemli bir yo-
nil nedenivle, matematigin amac
olarak gorenler dahi vardir, Bu ko-
nuva biraz sonra dénecegiz),

Nesne mi ﬁnen;{li, Miinasebet mi?
eya
Elma, Portakal Bilinmeden, Aga¢

Bilinmeden Limon Bilinir mi?

Simdilik su noktaya gelmis bulu-
nuyoruz: Bir gevi tanimlamak igin bir
verden baglayacafiz ve o nesneye 6z-
gii dzellikleri arayacagiz, Ancak highir
nesne ek basina var degildir ve bir
nesneye air birgok dzellikler, onunla
yakin iligki i¢inde bulunan baska nes-
nelere de aittirler ve bazen biyle bir
iligkinin kendisi bile tnemli bir ézel-
liktir! Bu nedenle, bir nesneyi kavra-
mak ve tanimlamak igin, onun vakin
iligki iginde bulundugu bir toplulugu
(veva topluluklan) tanimlamak daha
anlamh olabilir. Nitekim, tek bir sayi
ile ufrasacak yerde, belli bir sayi-
lar toplulugunu, sayilar arasi iligki-
leri bu toplulugun dzellikleri ola-
rak kullanarak, bir ¢irprda tammla-
mak daha kolay bile olabilir (Daha
“ekonomik™ olduguna siiphe yok-
tur?),

Burada ashinda bir nesneyi
dzellikleri ile tammlama fikei, do-
ruk noktasina ulagmaktadir: O
nesnenin kendi dzelliklen yerine,
onun baskalan ile olan iligkilerini
yveni bir nesnenin (toplulugun)
dzellikleri olarak diigiinerek, o
toplulugu tammlamak; béylece, o
toplulugun iiyesi olan o nesneyi
de tanimlamis olmak!

Bu son asamada, tanimlamak
istedigimiz nesneyi bir bakima ge-
ne yitirmis oluyoruz, O aruk bizim
icin sadece, onu igine kattifimiz top-
lulugun diger elemanlan ile olan ilig-
kileri dlgiisiinde varoluyor. Eger bir
kimse, bu rtoplulukran bizim nesneyi
gtkarsa, onun verine wplulugun diger
biitiin elemanlan ile ayni iliskilen ku-
ran bagka bir nesne katsa, biz higbir
sey farketmeyvecegiz!

Artik Nokta,
Nokta Degil!

Bu bashgin biraz abartilmig oldu-
Sunu dilgiinebilirsiniz. Fakat bugiin
bir geomernceiye sorarsaniz, onun nok-
talar hakkinda higbir tasavvuru olma-
yabilir veya onun noktalan testi gibi
olabilirler. Ciinkii onun igin noktay
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nokta yapan, ikisinden bir dogru gec-
mesidir. Dogru nedir diyecek olursa-
niz, dogru da artk dogru degildir;
dogruyu dogru yapan, iki dogrunun
bir noktadan ge¢mesidir! Burada bir
kisir déngii de yokeur, ¢iinkii noktalar
dogrular yardimyla, dogrular da nok-
talar yardimiyla degil, hepsi birlikte
ve birbirleri ile olan iligkileri yardi-
miyla “bilmece” gibi ranimlanmakra-
dirlar,

Ustelik geometriler gesit gesit ol-
dugundan, yukandaki nokta-dogru
iliskisi sadece belli bir geometri igin
gegerlidir ve her geometrinin kendine
ozgii bir iliskiler agi vardir,

Say1 Say1 Degilse,
Say1 Nedir?

Son ulagtiFimiz “tanmim stratejisi-
ni” soyle tesbit edebiliriz:
a) Bir verlerden baglayacagz.
b) Nesnelen ozellikleri ile karakten-
ze etmeye ¢alisacagiz.
¢) Tek bir nesnevi tanimlamak yeri-
ne, onunla yakin iligki icinde bulu-
nan bagka nesneleri de i¢eren bir top-
lulugu tanimlamaga ¢alisacagiz ve bu
toplulugun temel dzellik tiirii olarak,
toplulugun iiyeleri arasindaki iligkile-
ri giz oniine alacagiz.

Simdi diyelim ki, “ii¢"ii (3) ta-
nimlamak istivoruz. “3"ii tek bagina
tanimlayacak verde 1, 2, 3, 4, 5. 6, 7,

*dogal sayilar toplulugu”nu tanmimla-
maya ¢alisalim.
Bu toplulugun ézellikleri neler-
dir?
Dikkatli bir gozlem belki su dzellik-
leri siralayabilir;
i) Her sayiy1 takip eden (ondan sonra
gelen) bir sayr vardar.
i) Farkl iki sayiyi takip eden sayilar
farklidur.
iii) Oyle bir say1 vardir ki (1), o higbir
sayiyi takip etmez.
iv) Bu topluluga ait sayilarin bir kis-
min1 goz dniine alsak, (bu kisma “alt-
topluluk™ divelim), 1 bu alt-toplulu-
gun iginde olsa, bu alt-toplulugun
icindeki her sayinin takipgisi de bu
alt-topluluk i¢inde olsa, o zaman bu
alt-topluluk biitiin topluluga esittir,
Bu ézellikleri biraz inceleyven bir
kimse, bize siddetli bir itirazda bulu-
nabilir:
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Bu kimse,

a, b, aa, ab, ba, bb, aaa, aab, aba,
abb, baa, ... harf dizgelerinden olu-
san toplulugu goz dniine alip, “ta-
kip¢i” kavramint kendine gore yo-
rumlayip, vukarida siraladigimiz
gzelliklerin bu topluluk i¢in de sag-
landigim belirtip, bunlar da m1 dogal
sayi diyebilir!

Bir bagkass,

0.0, 0.E.0, %%,‘1‘3 &J %‘5@1,w

o=t

toplulugu i¢in ayni soruyu sora-
bilir.

Aslinda son ulagtigimiz (ve belki
biraz goniilsiiz kabullendigimiz)
yaklagima gore, bunlan da dogal say
kabul etmekten bagka ¢aremiz kal-
miyor. Burada “iligki"nin hatiri igin
“goriiniig”¢ katlamyoruz. Daha 6nce
“mandnin” “bigimden” énemli ol-
dupunu soylerken, ne garip tecelli-
dir ki, burada sayilann “mandsi”, da-
ha iist diizeyde bir “bi¢im”e (dogal
sayilar toplulugunun bicimine) feda
edilmis oluyor!

Kendine gire anlamy olan bir
nesne, bir biitiniin pargast olarak, o
biitiiniin bigimi gergevesinde bendi
anlamindan bir hayli taybederken;
kendine giire pek bir anlamr olma-
yan bir nesne, bir biitinin gergeve-
sinde bir anlam kazanabilmettedir.

Sayilar
Ne Kadar Keyfi?

Bizim diisiindiigiimiiz dogal sayi-
larla, yukanda bize itiraz eden kim-
senin dogal sayilar arasinda, biitiin
goriintii farkliliklarina ragmen, bii-
yiik benzerlikler vardir, Bu benzer-
likler, bunlann sagladif 4 kosul ta-
rafindan zorlanmaktadir. Bu kogullar
o kadar baglayicidir ki, bunlarn sagla-
van herhangi iki topluluk arasinda
soyle bir iliskinin varhig gosterilebi-
lir:

1ki toplulugun clemanlan arasin-
da yle bir bire-bir esleme vardir ki,
iki toplulugun takip¢i olmayan ele-
manlan (“1”leri, ki bunlar tek tiirlii
belirlidir) birbirlerine karsilik gelir-
ler ve birbirlerine kargilik gelen ele-

manlann takipgileri de birbirlerine
karsihik gelirler:

0 — b+ o oghs b bb — w0 — ouh
R T S

| ¢ = d
OLORDR0 ng&) Lbe

Iki topluluk arasinda bu kadar si-
ki bir iligkinin olmasi, bu toplulukla-
nn “esas itibarivle” “aym topluluk”
olmasi, olarak degerlendirilebilir. Bu
topluluklarin “eg yapili” veya “izo-
morf” oldugu ve soziinii ettigimiz
dért kogulun, bu kosullan saglayan
toplulugu “belirledigi” s6ylenir (Bu
kavramlara tekrar dénecegiz. Yukari-
daki dirt kogul matematikte “Peano
aksiyvomlan” adiyla bilinir ve 19,
yiizyilin sonunda formiile edilmis-
lerdir. Aslinda bunlar ilk defa, Pe-
ano’dan kisa bir siire énce, sayilar
konusundaki biiyiik diisiiniir Dede-
kind tarafindan hemen aynen ifade
edilmislerse de, literatiire Peano ak-
sivomlan olarak yerlesmiglerdir).

Ille Peano
Aksiyomlar: nu?

Dogal sayilar toplulugu, baska
tiirlii zellikleri ile de karakterize
edilemez mi?

Ornegin, “takipgi” olma iliskisini
bir yana brrakip. dikkatimizi tasav-
vurumuzdaki dogal sayilarin topla-
nabilme ve ¢arpilabilme 6zellikleri-
ne gevirelim.

Herhangi iki dogal sayr verildi-
ginde, bunlann roplami ve ¢arpim
dive diigiindiigiimiiz iki dogal sayi
var. Bunlann sirasimi degistirip top-
ladifamizda sonug degismiyor:
J+5=5+3

Ug tane dogal say1 verildiginde,
bunlan farkh sekilde gruplayip, pes-
pese topladigimizda sonug gene de-
gismiyor:
4+2)+7=4+@2+7).

Benzer iki dzellik ¢arpma i¢in de
gecerli. Bundan bagka, gene ii¢ do-
gal say1 verildiginde, bunlann ikisini
toplayip iigiinciisii ile ¢arpugimizda
buldugumuz sonug, ikisini iigiincii
ile teker teker carpip, sonuglan top-
ladigimizda buldugumuz sonuca esit
oluyor:

(4+5)x2=(4x2)+(5x2).
Ayrica, dyle bir dogal sayr var ki,

Bilim ve Teknik



herhangi bir dogal say: ile carpildi-
ginda onu degistirmivor:

1x87 =87,

(Toplama igin aymi 151 géren bir do-
gal say1 olmadifina dikkat ediniz).

Bir bagka dzellik olarak sunu
kaydedebiliriz: lki dogal savi aym
bir dogal sayi ile garprldiklarinda so-
nuglar esit oluyorsa, baglangigraki iki
dogal sayr da esit olmak zorunda.
Gene herhangi iki dogal sayi verildi-
ginde, bunlar ya egitdrler veva bun-
lardan (tek) bir tanesine uygun bir
dogal savi cklenerek digen elde edi-
lebilir.

Nihayer, ¢arpmada ctkisiz olan
sayiyl (1) igeren ve bir dogal sayiyr
igerdifi takdirde bu saviya 1 eklen-
diginde (sayr 1 ile toplandiginda)
bulunan sayiyr da igeren her dogal
sayilar toplulugu, biitiin dogal sayilar
topluluguna esit olmak zorunda.

Simdi birisi ¢iksa. kendine gire
bir topluluk olugtursa, o toplulugun
iiyeleri igin bir “roplama” ve “garp-
ma"” kurgulasa ve yukanda siraladi-
fimuz ozellikleri saglatsa, ona su ce-
vabin verilebilecegi gbsterilebilir:

Bizim dogal sayilanmuzla, sizinki-
ler arasinda Gvle bir bire-bir igleme
vardir ki, bizim m ile gosterecefimiz
dogal sayimiz sizin, s6z geligi, A ele-
maniniza karsihk geliyorsa,

(m > A)

bizim n dogal sayimiz sizin % cle-
maniniza karsilik geliyorsa,

(n &%)

sizin toplamantzi @ ve garpmamzi @
isaretleri ile gisterecek olursak,
bizim m + n dogal sayimiz sizin A @
* elemaniniza, bizim m x n dogal
sayimizda sizin & @ % clemanimiza
kargilik gelir:

m+n<AS*

mxneA ® %

Yani dogal sayilar Peano aksiyom-
larindan baska tiirlii de, 6zellikleri
yardimivla “belirlenebilirler”.

Maskeli Balo

Demek ki hizi bir toplulugun
iivelerinin kendilerine has dzellikler
degil de, iiyelerin birbirleri ile olan
iligkileri ilgilendiriyorsa ve iligkiler
korunmak kaydivla, iivelerin kim-
ligini bilmekten tamamen vaz-
gegebiliyorsak ve bizim nazanmizda,
maskelerin ardina baskalan gecip ilis-
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kiler aynen korundugunda topluluk
hild ayni topluluk oluyorsa, bu top-
lulugu yukanda goriildiigii gibi iiveler
arast iligkiler vardimiyla karakterize
etmek pekila miimkiin olabilecek!

Buna matematikee “aksivomatik
tanim” metodu denir.

Bu metodla yakin iliskisinden
dolayi, okuyucunun sabrini fazla tagir-
madan, “aksiyomatik metod™ hakkin-
da da birkag sey séylemek istiyorum:

Ispat Ekonomisi

Aksiyomatik tamim metodu, bir
toplulugu elamanlan arasindaki ilig-
kileri kullanarak karakrerize ctmeye
dayaniyordu. Bunun igin elemanlar
arasindaki biitiin "6neml” veya
“belirleyici” (karakreristik) ilig-
kilerin dikkate alinmasi gerekir.
Eger baza “6nemli” iligkileri gozden
kagirirsak, ele aldigimiz iligkiler o
toplulugu “belirlemeyebilir”. Yani
saglanmasi istenen iliskilerin (kosul-
larin, zelliklerin) pekdld gegerli ol-
dugu birgok “ropluluk apleri” mey-
cut olabilir. Fakat béyle bir durumda
bile, nesneleri degil iligkileri onp-
lina gtkaran bir yaklagim, bizi ¢ok
dnemli bir yinteme gitiirmekeedir.
Modern anlamda olmasa bile, bir is-
pat ckonomisi olarak Oklid tarafin-
dan sistematize edilen bu yontemin
ana fikri sudur:

Eger bir topluluk bir takim
kosullan saghiyorsa (belli zellikleri
tagiyorsa), bunlarin “dogal” sonug-
larina da “katlanmak” zorundadir,
Yani, venlen bir kogullar sisteminin,
bir ropluluk igin dogru olmasi
durumunda, belli bir “mannk” g¢er-
¢evesinde bu kosullardan
“cikanlabilen” sonuglar da “dogru”
olacakur. Bu sonuglara “recorem™ adi
da verilir ve bitylece ortak kosullan
saglayan ¢ok farkl topluluklar igin,
bunlan teker teker clden gegir-
meden, bir ¢irpida ve ayni anda bir
teorem “ispat edilmis” olur,

Yukanda soziinii edegeldigimiz
kogullara “aksiyom" adi da verilir,
Ne kadar “az" aksiyom varsa, bun-
lart saglayan o kadar “gok™ topluluk
olabilir ve teorem o élgiide genel
olur. Ne kadar “gok™ aksivom varsa,
bunlan sagilayan o kadar “az” top-
luluk olur ve teorem de o dlgiide
spesifik olur. Aksiyomlarin yeterli

sayida ve uygun vapida seg¢ilmesi
halinde, bunlan saglayan esas
itibariyle”bir™ topluluk olur ve bu
durumda aksivomatik metod, ak-
sivomatik tamm metoduna doniigiir.

Kararan Ufuklar ve
Bir Sevdanin Sonu

Aksivomatik metod biraz daha
kiiltive edildiginde, simdive kadarki
vaklagim ve vurgumuza paralel bir
sekilde “topluluk”lardan da vaz-
gegilir ve geriye iliski ve dzelliklenn
bizatihi kendileri demek olan ak-
stvomlar kalir. Yani bunlar bir an-
lamda “maddesiz ruh™ gibi, ken-
dilerini tagtvan topluluklardan ann-
dinfmug piir iligkilere déniigiirler. Bu
noktadan itibaren matematigin ken-
disi de bu aksiyomlardan sonug
¢tkarma faalivetine indirgenir, Bu
“tarngmalt” faalivete konu olan ak-
siyom sistemlerinden valnizca
“tutarh” olmalari istenir. Bagka her-
sey serbesttir! (Tutarhhik, eldeki ak-
sivom sisteminden harcketle bir id-
dianin hem dogru, hem de vanlis ol-
dugunun gikanlamamasi anlamin-
dadr).

Is bu noktaya gelince bazi biiyiik
matematikgiler (Hilbert) matematigi
onu tagiyan maddesinden arindir-
mak sevdasina kapilmuglardir ve bu
da 1930'lu yillarda yeni ve garesiz
bir hiisranla sonuglanmisur. Ciinkii
Godel, ¢ok makul bazi sarclar aloin-
da, biyle aksivom sistemlerinin
tutarhihiginmin,  sistem  iginde
kalinarak kanitlanamayacagini kanit-
lamugnr!

Bu hiisrani kavramak ig¢in,
“bigimsel matematiksel sistemler”
kavramina deginmek gerekivor.
Okuyucu bu konuya ilgi gisterirse,
bu hikdyeyi Ali Nesin'in anlatmas:
daha dogru olur.

Hem o zaman belki bu isin bir
van tesiri  olarak, herkesin
matematigin dili zannettg “kiimel-
er teorisi”nin herhangi bir teori gibi
bir teori oldugu, bir siirii Kiimeler
teorilerinin bulundugu, modern
matematik denilen ¢arpitilmig kav-
ramin bir tuhaf garabet oldugu da
kavramp, dzellikle orta-tgretim
matemarigine yaklasimda bir nebze
ferahlik saglanabilir.
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