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Sonsuz sayida odasinin tumu
dolu olan bir otel diistinelim.
Resepsiyona gelen yeni bir
musteriye bu otelde nasil yer
bulabilirsiniz? Peki, sonsuz sayida
yolcusu olan bir otobtuisteki kisiler
bu otelde konaklayabilir mi?

Hilbert’in otelinde sonsuz sayida
oda vardur ve bu odalar 1, 2, 3,

... seklinde pozitif tam sayilarla
numaralandirilir. Tim odalarin
dolu oldugu bir hafta sonu otele
rezervasyonu olmayan bir musteri
gelir ve bir oda ister. Resepsiyon

gorevlisi, bu musteriyi geri
cevirmek istemez ve ona bir oda
bulmaya karar verir. Nasil mt?

Oncelikle Hilbert’in otelinde
hi¢bir zaman bos oda bulunmaz
ancak yeni musteriler i¢in her
zaman yer bulunabilir. Bu ¢eliskili
durum sonsuzluk kavramiyla
ilgilidir. Alman matematikg¢i David
Hilbert’in bu diistiince deneyi,
bizlere imkansiz gibi goriinen
sonugclara nasil ulasilabildigini
sonsuzluk kavraminin
incelikleriyle gosteriyor.

Gelelim simdi yukaridaki sorunun
cevabna.

Gorevli 1. odada kalan kisinin 2.
odaya, 2. odadakinin 3. odaya, 3.
odadakinin ise 4. odaya tasinmasint
ister. Bu sekilde devam edildiginde
n. odadaki kisi, n+1. odaya ge¢mis
olur. BOylece 1 numaralt oda bosalir
ve gorevli yeni gelen misteriye bu
odayt verebilir. Hilbert’in otelinde
sonsuz saylda oda oldugu i¢in her
yeni gelen musteriye bu sekilde

bir yer bulunabilir. Aslinda burada
mevcut oda numaralarindan olusan
kiime ile yeni oda numaralarindan
olusan kiime arasinda yukaridaki
gibi birebir esleme yapilir.

Fakat oda saytst stmirlt olan herhangi
bir otelde -otelin ne kadar ¢ok

odast olursa olsun- bu yontemin ise
yaramayacagint hepimiz biliyoruz.
Clnki sinurl bir otelde en buiytik
numarali odada kalan kisinin
tasinabilecedi yeni bir oda bulunmaz.

Peki, bu otele “Sonsuzluk Turizm”
isimli sonsuz sayida yolcusu olan
bir otobus gelirse bu otobuisteki

kisilere otelde yer bulunabilir mi?

Evet, otel dolu olmasina ragmen

bu otobusteki kisilere de otelde

yer bulunabilir ama yukandaki
yontemle degil. Clinki 1. odadaki kisi
yuz milyon sonraki odaya ve diger
odadakiler daha sonraki odalara
taswnsa bile sadece bu yiiz milyon
kisiye oda bulunur. Fakat geriye hdla
yerlesmeyi bekleyen sonsuz sayida
insan kalir. Bu durumda gérevli
sonsuz sayida kisiye oda bulmak
i¢cin baska bir yontem uygulamalidir.
Sizce bu yontem nasil olmali?

Eger yeteri kadar disundiyseniz
resepsiyon gorevlisinin izleyecegi
yeni yontemi inceleyelim.

Gorevli 1. odada kalan kisinin 2.
odaya, 2. odadakinin 4. odaya,
3. odadakinin ise 6. odaya
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taginmasint ister. Bu sekilde
devam edildiginde n. odadaki
kisi, 2n. odaya ge¢mis olur. Yani
pozitif tam sayilar kiimesi ile
pozitif ¢ift tam sayilar kimesi
arasinda birebir esleme yapilir.
Boylece oteldeki tum kisiler
¢ift numarali yeni odalara
tasinir ve tek numarali odalar
bos kalwr. Simdi otele yeni
gelen otobtusteki yolcular, bos
olan tek numarali odalara

1. koltuktaki kisi 1. odaya, 2.
koltuktaki kisi 3. odaya, 3.
koltuktaki kisi 5. odaya olacak
sekilde yerlesebilir. Yani bu
otobuste n. koltukta oturan kisi,
2n-1 numaralt odaya yerlesir.
Boylece otobuisteki tim kisiler
otelde kalabilir.

Simdi tim odalart dolu

olan Hilbert'in oteline

sonsuz sayida yolcu tastyan
“Sonsuzluk Turizm” isimli
otoblslerden sonsuz tane
geldigini disunelim ve tim
yolculara konaklayabilecekleri
bir odayt nasil bulabilecegimizi
O0grenelim.

Aslinda bir 6nceki sorunun
sadece bir adum 6tesinde olan
bu problem, asal sayilarin
sonsuzlugu ile ¢ozulir.

Bu problemin ¢6ziimune, daha
once oldugu gibi, oteldeki
tim musterilerden kaldiklart
oda numaralarinin iki katina
esit olan odaya tasinmalart
istenerek baslanir. Boylece
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Sonsuz tane asal say1 vardir.

2,3,5,7,11, ... seklinde devam eden, kendisinden ve 1’den baska pozitif boleni
olmayan 2 ve 2’den blylk asal sayilar sonsuzdur. Tim asal sayilari tek tek
sayamayacagimiza gore sonsuz tane asal say1 oldugunu gostermenin tek yolu
onu ispat edebilmektir.

1’den blyuk her dogal sayinin bir veya daha fazla asal sayinin carpimi seklinde
yazilabilecegini biliyoruz. Bu ifade aslinda “aritmetigin temel teoremi” olarak
bilinir. ispatimizda bu teoremi kullanacagz.

Asallarin sayica sonlu oldugunu kabul edelim ve bu asal sayilari P,, P, P, ...,
P_,..., P ile gosterelim. En blyUk asal sayimiz Pr, asal sayilarimiz arasindaki

iliskiyse P, <P, <P,<...<P_<...<P_seklinde olsun. Ornegin P=2,P,=3, P;=5,

Tim asallarin carpimi ile olusturdugumuz sayiya N sayisi diyelim: N = P.-P-P_.
SPe P

N sayisindan 1 eksilterek olusturdugumuz (N-1) sayisi, aritmetigin temel

teoremi geregdi, bir veya daha fazla asal sayinin carpimina esittir. Bu durumda

(N-1) sayisi, sonlu tane olan asal sayilarimizdan (P,, P,, P,, ..., P, ..., P ) en az

biri ile tam bolindr. Farz edelim ki P_asal sayisi (N-1)’i tam boler.

N sayisi tlim asal sayilarin ¢carpimindan olustugu icin P_asal sayisi, N sayisini
da kalansiz olarak béler. Clinki P asal sayisi, N sayisinin carpanlarindan
biridir.

P_asal sayisi hem N sayisini hem de (N-1) sayisini boldigu icin (N-(N-1))
sayisini da boler. (Bu 6nermenin dogrulugundan suphe ediyorsaniz yazinin
sonundaki ispati inceleyebilirsiniz.) Fakat (N-(N-1)) sayisi aslinda 1’e esittir ve
P_asal sayisinin 1’i bolebilecedi sonucu yanlistir. Clinki 1 sayisinin kendisinden
baska boleni yoktur.

O halde ispatta bir seyler yanlis gitmistir. Fakat ispatin ilk climlesindeki
“asallarin sayica sonlu oldugu” varsayimindan sonraki tiim satirlar mantiksal
olarak dogrudur. Bu nedenle aslinda ilk cimle dogru degildir. Sonug olarak,
asal sayilarin sonlu oldugunu kabul etmek yanlistir, asal sayilar sonsuzdur.

ispatimiza sonsuz tane asal sayl bulundugunu gostermek icin bu énermenin
yanlis oldugunu kabul ederek basladik ve bu fikrin bir celiskiye yol actigini
gosterdik. Burada kullandigimiz ispat yontemi matematikte “olmayana ergi
yontemiyle ispat” veya “celiski ile ispat” olarak isimlendirilir.

Onerme: a, b, c € Z* (b>c) olmak lizere, eder a sayisi hem b sayisini hem de ¢
sayisini boltyorsa (b-c) sayisini da boler.

ispat: a sayisi hem b hem de c sayilarini béldiigii icin b=a-g ve c=a-h olacak
sekilde g, h pozitif tam sayilari bulunur. Yani g, h € Z*. (b-c) sayisi yerine
yukarida b ve c i¢in elde ettigimiz esitlikleri kullanirsak, (b-c)=a-g-a-h=a-(g-h)
seklinde yazabiliriz. Sonug olarak, a sayisi (b-c) sayisinin bir carpanidir yani a
sayisi (b-c) sayisini boler.



yeniden tek numaralt odalar bos
kalir. Yeni gelen otobtislerden biri
koltuk sirasina gore ilk tek asal
sayl olan 3 ve 3’in kuvvetlerine
esit odalara yerlesir.

Yani otobtisiin 1. koltugundaki
kisi 3 numarali odaya, 2.
koltugundaki kisi 9. odaya (32=9),
3. koltugundaki kisi 27. odaya
(3%=27) ve bu sekilde n. koltuktaki
kisi 3" numarali odaya yerlesir.
Yeni gelen diger bir otobusun
yolculart ise koltuk sirasina

gore 5 ve 5’in kuvvetlerine esit
odalara yerlesir. Yani otobuisiin

1. koltugundaki kisi 5. odaya,

2. koltugundaki kisi 25. odaya
(52=25), 3. koltugundaki kisi 125.
odaya (5°=125) ve n. koltugundaki
kisi 57. odaya yerlesir. Sirasiyla

diger otobuslerdeki yolcular 7,11,
13, ... seklinde sonsuz sayida olan
asal sayilarin kuvvetlerine esit
odalara yerlesebilir. Boylece bu
son zorlu problem de ¢0zUlmis
olur.

Peki asal sayilarin kuvvetlerine
esit oda numaralarinin her
zaman bos olacagint nasil
biliyoruz? Iste bu sorunun cevabt
aritmetigin temel teoreminde
gizli. Cunku pozitif her tam sayt,
asal sayilarin ¢arpumt seklinde
benzersiz olarak yani tek bir
sekilde yazilabilir. Bu durumda
herhangi bir oda numarast bir
asal saywnin kuvveti ise baska
bir asal sayinin kuvvetine

esit olamaz. Ayrica tek asal
saytlarin hicbir kuvveti ikiye

boélinemez ve bu odalar bos
oldugu i¢in yeni bir misafir kabul
edebilir.

Son olarak biitiin yerlestirmeler
tamamlandiginda ikinin katt

ve herhangi bir asal sayinin
kuvvetine esit olmayan sonsuz
saylda odanin bos kaldigum fark
etmissinizdir. Ornegin 1, 15,

21, 33,35, 39, 45, ... numarall
odalar gibi. Yani, son anda gelen
her yeni musteri de bu otelde
konaklayabilir.

Bu yazt TUBITAK"n dijital popiiler bilim
yaywnt olan Bilim Geng’te yayinlanmustur.

Kaynaklar

https://plus.maths.org/content/hilberts-hotel
https://wwwyoutube.com/watch?v=Uj3_KqkI9Zo
https:/primes.utm.edu/notes/proofs/infinite/kummers.html
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